а 
м 


^ УЧЕБНИКИ И УЧЕБНЫЕ ПОСОБИЯ ДЛЯ ТРУДОВОЙ ШКОЛЫ 


н. извольсний 5/3/095) 
и-3% / 


ГЕОМЕТРИЯ МЮ ПЛОСАОКТИ 


(ПЛАНИМЕТРИЯ) 


ИЗДАНИЕ ЧЕТВЕРТОЕ 


„Донущено 1 осудофственным Ученым Советом 


ГОСУДАРСТВЕННОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО | 
ЛЕНИНГРАЛА 
49724 


у ‘ Ил 


Роз. НАУЧ 1 
О аи и 


ЗН.Фухарина Ре 


“... М ениираА | ю 


ИСрыаое афия \ 
\ И рыя 2) : 


*. *“ 


Ул. Моисеенко, 10. 


Гиз. № 10328. 10.000 экз. Ленинграяский Гублит № 130386. 


ПРЕДИСЛОВИЕ, 


Считаю необходимым изложить тот руководящий взглял на 
‹амый предмет геометрии, которым направляется изложение моего 
курса, лаваемого как в настоящей книге „Геометрия на пло- 
гкоет и", так и в книге „Геометрия в проетранстве". 
Я должен указать на ту книгу, которая много помогла, мпе, чтобы 
прилать этому взгляду определенную форму. Эта книга принахле- 
жит перу покойного французского математика-философа Анри 
Пуанкаре и переведена на русский язык: Г. Иуанкаре. Наука 
и метод. Издание Маез1$ (Одесса). 

Всякая наука отбирает в свое ведение определенпый ряд 
фактов, соетавляющий тот материал, над которым работает эта 
наука. Материалом, подлежащим ведению теометрин, является 
совокупность всех точек, линий и поверхностей; наше сознание 
признает возможным под влиянием паблюдения и опита (наблю- 
доние и опыт являются всегла первоисточником знания!) при- 
знать существование точек, линий и поверхностей, хотя они от- 
лельного материального существования и не имеют. Нодобно тому, 
как человеческий гений пришел к необходимости создания чисел 
(в природе никаких чисел не существует; человечество само, 
пох влиянием наблюдения и опыта, создало понятия о числах, 
чтобы лучше ориентироваться во всем окружающем), так точно 
явилась необходимость создать понятия и о точках, линиях и 
поверхностях. Можно не только мыслить эти понятия, но можно — 
наблюдения и опыты, под влияннем которых эти ионятия были 
созданы. дают для этого средетва — придать этим ионятням из- 
вестные образы: мы можем воображать точки, линии и поверх- 
ноети. 


*) Но это вовсе не значит, что всякое знание состоит исключи- 
тельно из того, что наблюдение и опыт дают нашины органам чурств, 
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Каждая иаука ирежле всего ироизводит классификацию того 
материала, над которым она работает, стараясь прежде всего 
вылелнть то, что нризнаетен сю, ино каким-либо основаниям, пре- 
стейшим. Геометрия поступает так же. Пользуясь известными 
наблюдениями и опытами, а также теми образами, какие при- 
своены точкам, линиям, поверхностям, геометрия признает: 1) все 
точки одинаковы; 2) среди лнний имеется одна, готорая при- 
знается нами проетейшею — прямая линия; 3) из поверхностей 
выделяется простейшая, а именно— плоекость. 

Во „Введении“ (стран. 1—7) даны те наблюдения ни опыты, 
которые моглн ба привести в созданию понятий о точках, линиях 
н поверхностях, а также к выделению проетейших линий и 
новерхности. 

Далее, каждая наука изучает ряд гомбинаций из того мате- 
рвала, который нодлежит ведению этой науки. Эти комбинацпи или 
берутся готовыми, в том виде, как они существуют в ирироже, 
нли осуществляются самою наукою. Геометрия преимущественно 
(а может быть и исключительно) сама строит те вомби- 
пации, которые желает пзучить. Построение этих комбннаций 
ндет сначала как бы ощупью, начиная е проетейтих — пъямая и 
точка (прямая и 2 точки и т. л.), причем всякий раз, поетросв 
какую-либо комбинацию, геометрия рассматривает, изучает ее © 
целью выленить, не получилось ли чего-либо особенного, чего- 
либо достойного вниманпя, чего-либо ичтерееного; геометрия 
изучает также те вопросы, акне возникают при построении этих 
комбинаций. 

Так, комбинируя прямую линию и точку, мы видим, что насту- 
паст некоторая особенноеть (прямая делитея на 2 части) лишь 
тогда, когда точка берется на самой прямой; эта особенноеть 
ведет лишь к тому, что каждой части прямой приходится дать 
какое-лнбо название (напр., луч). Продолжая развитие комбинаций, 
мы рассматриваем прямую и на ней две точки: получаем два 
луча и еще часть ирямой, которую называем отрезком. Возни- 
кает вопрос: еели точки как-либо передвигать по прямой (в одном ли 
направлении, нлн иавстречу друг другу — безразлична), не го- 
явится лп тогль какой-либо особенноети? На этот вопрое, после 
его рассмотрения, отвечаем отрицательно. Здесь возпикает руко- 
водящая мыель для дальнейшего построспня комбинаций: мы рас- 
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смотрели прямую и на ней две точки, расемотрим теперь точк\ 
н через нее две ирямых. Получаемая новая комбинация прежде 
веего представляет пекоторую симметрию; поэтому является воз- 
можным рассмотреть более простую комбинацию: тачку и из нее 
два луча. Мы называем эту комбинацию именем узол, и, подобно 
тому, как решали подобный вопрос при получении отрезка, рзс- 
гматриваем: не получится ли чего-либо особенного, если лучи 
нак-либо (в одном или противоположных направлениях — безраз- 
лично) вращать. Здесь мы приходим к заключению, что имеет 
место олин особенный случай: два луча (стороны угла) составят 
в известный момент прямую линию. Таком образом мы приходим 
к понятию 0б 060бом угле (выирямленный угол). Появляются 
также новые руководящие мысли, благодаря нашему стремлению 
к объектам какой-либо совокупности ирименять понятия: „равно“, 
„больше“ „меньше“, „сумма и разность двух объектов“. Чех 
халыше идет работа построения и изучения комбинапий, тех 
разнообразнее становятся руководлщие мысли для построения 
новых комбинаций, тем больше появляется пелей, достигнуть 
которых мы стремимея, строя все новые и повые комбинации. 
Вее, что замечается интересного, запечатлеваетел нами в сло. 
весной форме в виде теорем. *° 

Мон кпиги представляют собою лишь понытку построить курс 
геометрии в согласии © вышеизложевным взглядом; полное, до 
конца выдержанное развитие курса геометрии в согласии © этим 
взглядом крайне затрудняетея тем обстоятельством, что мы все 
уже очень привыкли к традициопному курсу геометрии, предста- 
вяяющему собрание теорем, причем главное внимание обра- 
щеется на их доказательетво, а пе на причину их возникновения. 

Следствнями изложенного взгляда на предмет геометрия явля- 
ются еледующле положения: 

Т) Прежде всего надо уметь построить какую-лнбо комобв- 
нацию (фигуру), а потом уже следует изучать как саму получен- 
ную фигуру, так и вопроеы, связанные с ее построением. 

2) Понятия „угол“, „треугольник“, „пзраллелениоед“ и т. п. по- 
лучалот вполне определенное толкование: каждое из них выражает 
собою определенную комбинацию точек, прямых линий и плоскостей. 

Далее отсюда вытекаег также объяснение того, что в мосм 
курсе нонятия о прямом угле, о перпендикуляре вводятся липи, 
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тогла, когда постепенное развитие комбинаций привело в такой 
(ромб), что само собою оказались построенными и прямой угол и 
две взаимно перпелдикулярные прямые. 

Второе излание Геометрии на плоскоети отчасти 
сохранило те особенности, какие имели место в первом издании 
(куре разделяетея на „чистую геометрию“ и „измерительную гео- 
метрию“; учение о пропорцаональности прямолинейных отрезков 
опирается на общий иризнак равенства двух отношений: два 
отношения равны, если не существует числа, которое было бы 
больше одного из отношений и меньше другого; в курсе имс- 
ютея статьи о подобном расположении — гомотетни — фигур, о 
радикальной оси и о радикальном центре кругов, дано более 
широкое, чем это обычно делается, развитие ряда задач из 
построение кругов, проходящих через данные точки пили касаю- 
щихся данпых прямых или кругов), отчасти несколько изменено. 

Вот наиболее крупные изменения: 

1) Признави равенства треугольников выяеняютея, как след- 
ствия ряда упражнений на построение треугольников (п0°36-—49). 

2) Изменен порядок начала измерительной геометрия: спа- 
чала (пп“161— 179) дано учение об отношениях прямолинейных 
отрезков (оно получило также, сравнительно с 1-м изданием, 
большее развитие), а затем уже рассматривается вопрос об изме- 
рений прямолинейных отрезков, дуг одного круга, углов и ило- 
щадей. 

3) Учение 0б измерении длины и площади круга опираетет. 
каки в 1-м изданий, на возможность рассматривать круг, как 
правильный многоугольник с бесконечно большим числом сторон. 
Однако, теперь даны еще добавления, причем изложение первого 
издапия несколько измепено, позволяющие вникнуть поглубже в 
сущность тех затруднений, какие имеют место при решения этих 
вопросов (п0°274, 275, 281). 

В Ш изданян переработано начало курса (треугольники и 
параллельные прямые) и изложепа пначе статья о средних линиях. 


Н. Извольский. 


ВВЕДЕНИЕ. 


1. Опыт постоянно сталкивает нас е делением чего-либо на 
части: разрезая ножом яблоко, мы делим его на части; раскра- 
сив различными красками (например, черной и красной — см. при- 
лагаемый рисунок) взятый кусок белой бумаги, мы этим самым 
разделим поверхность этого куска 
бумаги па части: на белую, 
на черную, па красную; поверх- 
ность Евроны, мы знаем, разче- 
лепа на государства; налив в ста- 
ваАИ воды, чтобы он не был на- 
полнен, мы этим самым разте- 
лим иространетво, заключенное 
внутри стакана, ил части: одпа 
наполнена водою, другля— пустая 
{нанолнена воздухом); насынав 
в ящик в одну сторону песку, & 
в другую глины так, чтобы по- 
сок и глина не смешалиеь (дал 
чего их удобпо намочить), мы разделим пространство, заключен- 
ное внутри этого ящика, на части: одна занята иеском, друтая 
глиною н третья, если ящик не наполнен, занята воздухом. 

„Мы признаем, что во всех случаях, подобных перечисленным, 
существует между двумя соседними частями гра- 
ница: мы постоянно говорим, рассматривая карту Европы, о 
границе между Россией и Китаем, между Германией в Фран- 
цией п т. д.; на прилагасмом раскрашеннох рисунке мы видим 
границу межлу красною п белою, между черною и белою, межлу 
красною вн черною частями бумаги; мы также выдим границу 
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между частями пространства, заключенного в стакане, одна из 
которых занята водою, а другая без воды; заметим также границу 
между частями пространства, заключенного внутри зипика, из 
которых одна занята песком, другая глиною, третья воздухом. 

Для геометрии является существенным воирое о процессе 
деления на части и о границах можду двумя соседними 
частями, получаемыми от этого деления. Рассмотрим подробнее 
процессе деления на чаети. 

Все, что мы видим — мебель в этой комнате, соседние дома» 
деревья, облака, солице, луна, звезды, наконец, мы самн — вее 
помещается в пространстве. Опроделить, что такое пространство, 
нельзя, но мы из опыта выработали его основные свойства, мы 
можем представлять в своем воображении эти свойства, можем о 
них размышлят.. Прежде всего нам ясны два свойства простран- 
ства: 1) простраиство безгранично, и 2) можно вообразить его 
разделенным иа части (опыт постоянно нам говорит о последнем 
свойстве: всякий предмет, например, наше тело, выделяет из бес- 
предельного иространетва некоторую часть, т.-е. делит сго на 
части: на часть, занимаемую этом телом, и на все остальное) 
способность пространства быть разделевпым па части выражают 
иногла словами: пространство пмеет протяжение, 

Граница между лвумя соседними частями пространства назы- 
вается поверхностью (например, поверхность земли отделяет часть 
пространства, занимаемую земкым шаром от веего остального 
пространства). Поверхность, в свою очередь, имеет протяжение, 
т.-е. се можно вообразить разделенною на части (например, по- 
верхность земли разделяется на водную и материвовые части; 
лист бумаги выделяет из пространства часть, занятую веществом 
бумаги; граница, выделяющая эту часть пространства от осталь- 
ного, есть поверхность этого листа бумаги; она делится на 
несколько частей: 3 части предназначаются: для письма на нах, 
п 4 части, ‘ускользающие благодаря своей незначительности от 
нашего вниманил, — те, по которым обрезан этот лист). Граница 
можлу двумя соседними частями поверхности называется линиею 
(рассмотреть границы между областями различных цветов на дан- 
ном выше раскрашенном рисунке). Линия, в свою очерель, имеет 
протяжение, т.-е, ее можно вообразить разделенною на частн 
(например, граница, отделяющая на выше данном раскрашенном 


рисунке болую часть бумаги от цветной, разделяется на 2 части: 
одна отделяет белую от красной, другая — белую от черной; 
гранина, отделяющая Германию от остальной Европы, разделяется 
па, части: одна отделяет Германию от Франции, другая — от Аветро- 
Венгрии и т. д.). Граница между двумя соседними частями линии 
называется точкою. Точку мы уже не можем вообразить разделен- 
ной на части, — точка нес имеет протяжения. 

Из выше данного исследования вопроса о делении на части 
следует, что мы признаем существование поверхностей, линий и 
точен, которые все помещаются в проетранстве. Раз мы признаем 
их существование, мы должны выработать способность предета- 
влять их. хотя они и невещественны, и рассуждать о них. Цель 
геометрии состоит в изучении особенностей поверхностей, линий 
и точек, как отдельно взятых, так и взятых в сочетании друг 
© яругом. 

Велкая совокупность поверхностей, линий и точек называетел 
геометрическою фигурою (пногла гсометрическим 
образом или геомстрическою формою). Каждая по- 
верхность, каждая лниия, каждая точка, входящая в состав фи- 
гуры, называется ее частью. Таз как всякая фигура помещается 
в иространстве, то, изучая фигуры, мы тем самым изучаем свой- 
ствь пространства, причем это изучение состоит в том, что 
1} мы устанавливаем, хакие фигуры можно осуществить в про- 
етранстве, и 2) изучаем особенности этих фигур. Поэтому гово- 
фят иногда, что 


Геометрия есть наука о пространстве. 


2. Мы должны развить способиость воображать как бы суще- 
ствующими невещественные теомстрические фигуры. Эта способ- 
ность называется геометрическим представлением. 
Некоторые свойства фигур мы открываем путем геометричеекого 
прецетавления, и пиым путем выяснить их невозможно. Такие 
свойства называются аксиомами. Вот аксиома, общая для все- 
возможных фигур: 

Веякую фигуру можно перепосить из одного 
места пространства в другое, —от этого фигура 
не претерпевает ннигаких изменений. 


В основе этой аксиомы положена мысль, что простран- 
етво охпородно. 

Таким образом мы можем фигуру переносять в пространстве: 
если перенесением одной фигуры можно добиться, чтобы она 
совпала с другою, то такие две фигуры называются равными 
или конгруэптными. Итак, равными фигурами назны- 
ваются такие, которые прин наложении совпажают 
всеми частямн. 

3. При дальнейшем изученин фигур получают ряд свойств, 
пользуясь, с одной стороны, непосредственным геометрическим 
предетавлением, а © другой — рассуждениями, построепнымн го 
правилам логики. Такие свойства называлотея теоремами. Рассу- 
ждения, при помощи которых выясняетея справедливость теоремы, 
называются ее доказдтельством. 


Одним из глубоких вопросов являетел вопрос об отделении того, что 
увнано нами только непосредствевным представлением, н того, чего 
достигли путем логики. Этот ролрос, несмотря на много работ в этом 
ндправлении, нельзя до спх пор считать решенным. В курсе элементар- 
ной геометрии и непосредственное геометрическое предетавление н 30- 
гика долкны взаимно помогать друг другу, чтобы пайдениое свойство, 
по возможности, обрисовалось для нае со всех сторон. 


и Ннотла случается, что раз 
ОИС наидена кахал-либо теорема, то 


* тотчас же становятся яенымн н 


о —^ другие свойства фигуры. Эти 


свойства называют следетви- 
— ями из теоремы. 
4. Все точки сходны между 
собою, и олна от другой могут 
отличаться только своим положе- 
нием в пространстве. Наоборот. 
Чер. 1. лиини, кроме положення, занныа- 
емого ими в пространстве, могут 
отличаться друг от друга формою. На чер. 1 нарисованы линии 
разных форм. Является вопрос: какую форму лннии надо при- 
знать простейшею? 
Для сравнительного разбора форм линий вообразим 2 точки 
Ак В (точки называют, обыкновенно, большиуп буквами длалан- 


свого алфавита) и какую-либо линию, произвольпой формы, про- 
ходящую через эти точки, линию АСД (чер. 2). Следует заме- 
тить, что точкн н линии, нарисованные на чертеже, не настоящие 
точки и лннин, а только их грубые изображения, которыми мы 
пользуемся, чтобы облегчить свое воображение. Эту линию АСВ 
можно вообразить вращающеюся около точек А и 2; от этого 
она не изменяет своей формы (на осиовании аксиомы п°2). При 
нращении она, вообще говоря, занимает последовательно бесчис- 
ленное множество различ- 
ных положений, всяктй раз, 
однако, проходя чрез точкн 
Аи В. Одно из таких поло- 
жений нарисовано па чер. 2 
пунктиром. Следовательно, 
линий взятой формы уда- 
зось провести через 2 взятые точки бесчисленное мпожество. 
Нели случится, что взятая лилия вращастея так, что остается 
на месте, не менлет своего положения (паше воображение позво- 
ллет нам утрерждаль, что такой случай возможен, какие бы 
23 точки мы ни взяли), то окажется, что линий этой особенной 
формы возможно чрез 2 точки провести только одну. Па черт. 2 
такая форма изображена линиею АУБ. 

Естественно признать эту особенную форму линии проетей- 
шею, — называлт такую линню прямою. Итак, мы признаем: 

1) существуют прямые липии; 

2) чрез всякие 2 точки можно провести пря- 
мую лннию и только одну. 

Кроме того, мы еще признаем, что прямая линия не 
имеет концов (бескопечна).- 

5. Более трудным является вопрос 0б изыскании самой про- 
стой поверхности. Сначала разберем чнсто-практическую сторону 
дела. Если хотим узнать, как много неровностей и как они велики 
на, поверхности стола, мы берем линейку, получше выверенную 
{ребро ее должно возможно. приближаться к прямой липии), укла- 
дываем се ребром в разных направлениях на поверхность стола 
и всякый раз смотрим на свет, много ли остается промежутков 
между столом и ребром линейки. Чем их меныше, тем ровнее 
испытуемая поверхность. Что значит прикладываль к поверхности 


- 


- --” 
-----«-- 


Чер. 9. 
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етола ребро линейки? Если сделаль так, чтобы ребро имело с 
поверхностью стола лишь одну общую точку (чер. 3), то ребро 
еще не будет приложено к столу. Надо вращением добиться того, 
чтобы какая-либо друган точка ребра пришла в совпадение © 
какою-лпибо точвою поверхности: тогла у ребра линейки и у по- 
верхпости стола окажется пе- 
премепно 2 общих точки, и мы 
скажем, что ребро линейки пра- 
ложено к столу. Возможно, что 
других общих точек у пах вовсе 
не будет; возможно, что их 
будет бесчисленное множество. 

Перейдем теперь к невеще- 
ствеиным геометрическим фор- 
мэм. Пусть писем какую-ни- 
будь поверхность и так же, как 
на прастике, вообразим нря- 
мую линию, которая приложена, 
к нашей поверхности, т.-е. имеет 
с нею 2 общих точки. Здесь 
мы можем вообразить елучах, 

Чер. 8. на практике  невозможный: 

между поверхностью и прило- 

жепною прямою вовсе нет промс-кутков, т-е. прямая совпадает 

с нашею поверхностью пе только двумл, но ин всеми ее точ- 

ками. Теперь можно сказать, что по направлению нашей прямой 

поверхность вовсе пе имеет перовностей. Можно вообразить по- 

верхность, которая по всем направлениям не имеет неровиостей, 

н такая поверхность признается нами простейшею, — она назы- 

вается плоскою поверхностью или плоскостью. Итак, мы 
признаем: 

1) существуют плоскости; 

2) всякая прямая, имеющая с плоскостью две 
общих точки, совпадает с нею всеми своими 
точками. 

6. Геометрические фигуры разделяются на плоские и про- 
странственны е: плоскою фигурою называется фигура, всеми 
свокми частями умещающаяея на одпой плоскости, а нроелран- 
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ственною называстея фигура, не умещающаяся всеми частями 
нз плоскости. Геометрия разделяется на 2 частн: первая часть 
изучает плоские фигуры, —и она называется плоскою геометриею 
или планиметриею; вторая часть изучает пространственные фи- 
гуры, — и она пазывается пространственною геометриею или стере- 
сметриею. 

Геометряю нолразделяют еще 1) на чистую геометрию, 
где изучаются особенпости расположения частей фигуры, и 2) на 
измерительную, где геометрические фигуры рассматриваются 
© точки зрения пзмерения. В чистой геометрии число появлястея 
лишь как результат счета, н не имест первенствующего характера; 
в измерительной же геометрии число являстся основою (измерить 
значит выразить числом), и здесь геометрия сближается с арафме- 
тикою и алгеброю. 


ПЛОСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


(ПЛАНИМЕТРИЯ) 


ЧАСТЬ 1. 


Чистая геометрия. 


ГЛАВА 1. . 
Отрезки и углы. 


7. На плоскости помещается множество точек и прямых. 
Принимают, что можно на плоскости строить точки 
и прямые; на практике для построенил прямой употребляотея 
линейкз. 

Прямая тянется без конца в обе стороны. На чер. 4 чо- 
строена пряман .ЁВ; воображением должно продолжить ее без 

конца в обе сторопы. Если по- 
строить какую-либо точку, напр., 


А точку О, на прямой СД (чер. 4), 
то прямая разделитея па 2 части: 
—& 0 5 одна часть тянетея от точки $9) 


вправо без конца, & другая — ог 
точки Овлево без конца. Важдая 


Е # [В из этих частей называется лу- 
Чер. 4. чом. Здесь имеем 2 луча: луч ОБ 
и луч ОС. 


Мы можем через каждую данную точку ностроить бесчиелег- 
иое множество лучей. 

Если возьмем па прямой 3 точки, напр., на прямой ЕР 
(чер. 4) точки ЕЁ и ЕЁ то честь прямой линиз между этими 


точками пазывастся отрезком. Ча чертеше имеем отро- 
зок ЕЕ 

8. Сравнить 2 даных отрезка АБ и СР (чер. 5). 

Мереносим отрезок СЛ так, чтобы точка С попала в 4, п 
вращаем его около точки А до тех пор, пока отрезок СР не 
пойдет по отрезку АВ. Когда этого достигнем, заметим, куда 
попадет точка Г): если она попадет в 2, то наши отрезки 
равны: если Р попадет куда-либо между точками А и В (папр., 


[2 
2 
С 
с 
м 
Нч 
Ща 
Я 8 Ра & К 
Чер. 5. Чер. 6. 


в М), то отрезок СШ счвтается меньше отрезка АБ, и если 
точка Г) попадет за точку В (изпр., в №), то отрезок СР больше 
отрезка АВ. 

„Сравнить“ два отрезка понимаем в смысле установить, равны 
ли они, или олии больше другого. 

9. Найти сумму двух даиных отрезков. 

Бзяты два отрезка АВ и СО (чер. 6); надо сложить этн 
отрезки. 

Яля этого переносим отрезок (1) так, чтобы точка С’ попала 
в В, и затем врыцаем его около В до тех пор, пока ои не пой- 
дет во продолжению отрезка АВ. Отметим, куда попадет точка О; 
еели она попадет в А, то отрезок ВЕ= (СР и АК=АВ-ЬК 
или 4 —Б-| СД. 

Веякий отрезок молию разбить промежуточными точками из 
сумму нескольких слагаемых; напр.: | 


АВ — ас ср РЕ--ЕЕ-- ЕВ (чер. 7). 
Аля нас лено, что сумма 
отрезков не пзменяется я Её В #-В 


от перестановки слага- 
емых. 
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10. Найти разность лвух отрезков. 

Даны два отрезка АВ и СО (чер. 8); вадо из болышого от- 
резка АВ вычесть меньший СЛ. 

Переносим отрезок СД так, чтобы точка © попала, в точку Б, 
и станем вращать его около В до тех пор, пока оп не пойдет 
во направлению ВА; отметим,® когда 
этого достигнем, куда попадет точка о 
, Если С попадет в К,то КВ—= Ср РР 


иАК— АВ КБилн АК— АВ—СЬ. @ 


——% 
Можно данный отрезок умножить Я 
на 2, па 8, на 4 ит. д., т.-е. повто- Чер. 8. 


рить его слагаемым 2, 3 ит. д. раз. 

Из пп’ 8 —10 пам валию усвоить, что 1} к отрезкам, как и 
в числам, приложимы поизтвя: „равно“, „больше“ п „меньше“; 
2) поиятия о „сумме и разности двух отрезков“ имеют вполно 
определениый смыеял. 

На практике для построения отрезка, равнаго данному, поль- 
зуютея циркулем. 

11. Упражнения. 1. Назвать слагаемые отрезки и ях сумму в каком 
из следующих изображений, записать (чер. А). 

2. На тех же чертежах указать, 


в т какой отрезок можно ечитать раз- 


що ИоСЬЮ двух других отрезков; ва 
нисать. 
Чер. А. 3. Данный отрезок разбить ва 2, 
ва 5, на 4 елагаемых; записать. 

4. Данный отрезок представить, как разность двух других отрезков 

12. Мы можем построить фигуру, состоящую из двух 
лучей, исходящих из одной точки, — такая фигура иа- 
зывается углом. На чер. 9 изображен 
угол, состоящий из лучей ОЛ и ОБ, исхо- 
дящих из точки О. Эта точка называется 8 
вершиною угла, акаждый луч иазываетея 
его стороною. Слово „угол“ заменяетея 
знаком /. Угол называется тремя буквами» 9 
из которых одна ставитея при вершине, Чер. 9. 
а две другие где-либо из сторонах угла, — 
буква при вершине ставится в середине пазвания угла. На чер. 9 
имеем / АОВ или / ВОЛ; иногла угол называют одною букво:. 
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ноставленной при его вершине, говоря / 0. Сторопы угла (лучи) 
надо считать идущими без конда. 

Особепный случай угла представится тогда, когда его стороны 
составляют одну прямую линию; такой особенный угол назы- 
вают выпрямлепнным или развернутым углом (на чер. 12 
изображены выпрямленные углы ЛОВ и 44.0, Б)). 

Каждый угол делит плоскость на @ части, на две облаети. 
Одну из этих частей пазывают внутреннею областью угла 
н говорят, что она лежит внутри угла, а другую называют 
внешнею областью угла и говорят, что она лежит вне угла. 
Какую именно пз этих двух частей пазываль внешнею областью, 
а какую внутренною, — дело условия. Следует всякий раз отме- 
чать как-либо внутреннюю, напр., область. Мы будем отмечать 
внутреннюю область угла кривыми линиями, начерченными на 
виутренней области между сторонами угла; па чер. 10 отмечены 
внутренние облзети уг- 


лов АВС, ЕЕ и вы- с Е м 

прямленного / КГ4/. 8 г ом 
Полезно вырезать В 

углы из листа, тонкого 2, г 

картона: кусок кар- Чер. 10, 


топа является грубым 
изображением части плоскости; начертив ина нем два луча, исхо- 
дящих из олной точки, и разрезав этот кусок ио сторонам наче?- 
ченного угла, мы разделим кусок картона па 2 части; возьмем 
одну из этих частей, про которую хотим считать, что она лежит 
внутри угла, а другую удалим, --тогда будем иметь модель угла 
вместе с его внутрен- 
и пею областью. Для пра- 
и вильного толкования 
этой модели надо иметь 
в винду, что кусок кар- 
[4 тона, есть изображение 
лишь чаети плоскости, 
Чер. 11. а сама плоскость тя- 

пется без конца. 
13. Сравнить два данных угла / АВО и / РЕР 
(чер. 11). 
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„Сравнить“ два угла значит устаповить, равны ли эти утяы, 
или одип больше другого. Для этого мы станем накладывать одян 
угол на другой так, чтобы их внутренние области пошли друг 
по другу: если при этом окажется, что можно достигнуть того, 
чтобы вершаны и стороны наших углов совместились, то мы го- 
ворим, что эти углы равны; если же вершины и по одной сто- 
роне у наших углов совпадут, а другие стороны не совпадут, то 
углы не равны, и меньшим мы считаем тот, внутренняя область 
которого уложится на внутренней области другого. 

Управнение. Вырезать из бумаги модели углов вместе с их рнутрен- 
воми областями и, накладывая этн модели друг на друга, установить 
возможность случаев, описанных рыше; вырезав модель одного угла, 
вырезать затем модель угла ему равного и модели углов ему не равных 
(большего н меньшего). 

Обратимся вк углам АБС и ДЕР (чер. 11); внутренняя 
область каждого нз них на чертеже отмечена. Переносим / РЕЁ 
так, чтобы его вершина Ё попала в точку В и его сторона ЕЁ 
пошла бы по стороне ВС, — тогда внутренние области углов рас- 
положатея одна по другой. Если сторона ЕД пойдет при этом 


Чер. 11 М5. Чер. 12. 


по стороне ВА, то Х РЕЕ-—=/ АВС; если сторона ЕР пойдет 
внутри / АВС, намр., по лучу ВМ, то / РЕР< ДАВС (здесь 
внутренняя область угла РЕЁЕ уляжется на внутренией области 
Х АВС, и еще останется незанятой область АВМ); если сто- 
ропа ЕР пойдет вне / АВС, напр., по лучу ВМ, то / РЕР> 
> ДАВС. 

Полезно повторить те же рассуждеиня для углов 4ВСи ДЕР 
(с отмеченпыми внутрениимп областями), данных на чер. 11 55. 

Праменим изложевный ©1060б сравнения двух углов к двум 
выпрямлениым углам. Пусть имеем 2 выпрямленных угла / АОВ 
и/ 4.08, (чер. 12), внутренние области которых и& чертеже 


` 


отмечены. Лазожив один из этих углов на другой так, чтобы 
вершипа  олного попала в вершину © другого и чтобы сто- 
ропа (2..4, олного пошла по стороне (4 другого, мы притсы к 
заключению, что и другие стороны этих углов (В, и ОВ совпа- 
хают, так как линии .1О.Б, и .4ОВ суть прямые, положение 
которых определяется двумя точкамп. (Говорят ипогла: „ОВ есть 
протолжение ().1* вместо того, чтобы говорить, что линия .107 
есть прямая). Поэтому прихоцим к заключению: 


Все выпрямленные углы равпы между собою. 


14. Выпрямленный / А0В (чер. 12) делат плоскость на 
2 области, па виутреннюю и внешнюю. Если перогнуть плоскость 
по прямой ДОБ, то обе эти части придут в совпадение. Поэтому 
можно принять, что внутренняя и внешняя области у выпрям- 
ленпого угла равны между собою. 

Если пмеем какой-либо невыпрямленцый угол, напр., / ЛЕГ 
(чер. Ш или чер. 11 5), то, продолжив одну его сторону, 
напр., сторону ДЁ (на чертежах продолжений не начерчено), мы 
увнлим, что о нашем угле можно установить, что ой или меньше 
выпрямленного {чер. 11), или болыне его (чер. 11 55); зависит 
это от того, какую из двух частей плоскости припять за внутрен- 
нюю область угла. Обычно выбирают внутрепнюю область угла 
так, чтобы этот угол оказалея меньше выпрямленного, причем 
условнуся в таком случае пе отмечать внутренней области угла. 
Нногда происхождение угла ука- 
жет, что за гиутреннюю область с. м р 
надо счесть ту часть плоскости, и 
что угол окажется больше вы- и | 
прямленного. Эти случаи в даль- и 
нейшем будут пюгда иметь место, „ 
и тогла мы уже должны отмечать О Я м 
внутреннюю область угла. ЧТер. 13. 

15. Найти сумму двух 
углов: / АОВи Х РММ (чер. 13), пли сложить / АОВи ХХ. РХМ. 

Здесь на чертеже не отмечены внутренвие области углов; со- 
гласно замечанию предыдущего п°, это значит, что их надо выбрать 
так, чтобы каждый угол был меньше выпряумлениого, в мы ясно 
видим эти области. 
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Переносим / РУМ так, чтобы его вершина № совпала вер- 
шиною О угла АОДБ, и вращением около точки О достигаем 
того, чтобы сторона М№Р пошла по стороне ОВ; тогла внутренние 
области наших углов окажутся приложенными друг к другу, — 
это обстоятельство является существенным для сложения углов. 
Отметим затем, как пойдет сторона №: пусть, напр., она, пойдет 
по лучу ОС. Тогда получим новый /Х_ АОС, который принимается 
за сумму двух данных углов. Мы можем написать: 


1) Д В00= / РММ, 2) Д 40б—= Д лов- и ВОС 
и 3) (на основании 1) / А0ОС-—: Х АОВ-- Д РУМ. 


Так же можно складывать несколько углов; можно разбивать 
данный угол ва несколько слагаемых. На чер. 14 имеем: 


Д АОЕ= Д А0В-- Д ВОС Д СОР Д рОЕ 


/ 


Чер. 14. Чер. 15. 


Легко построить два или несколько приложенных друг к 
другу углов, чтобы сумма их оказалась равна выпрямленному 
углу. Вазможно, что сумма нескольких углов окажется больше 
выпрямлекного угла (чер. 15), внутрей®юю 
область этой суммы следует отметить. 

Возможен еще особый случай сложения 
углов, когда внутренние области слагаемых 
углов покрывают собою, когда их приложат 
пруг другу, всю плоскость. На чер. 16 
имеем такие углы: /АОБ, / ВОС, / СОБ, 
Д РОЕ Г ЕОЕР п Г ЕОА. В этом слу- 
чае, построив луч (№, являющийся про- 
должением луча ОЗ, видим, что сумма ваших углов состоит из 
двух выпрямленных углов: 1) выпрямленный / 10, внутрен- 
няя область которого отмечена одпою кривою линпею, и 2) вы 


Чер. 1. 
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ирямленный / АОМ, внутренюз» область которого отмечена двой- 
ною кривою линпею. Здесь мы ‚„меем: 


ДАОВ- Д ВОС-- Д СОР-- Д РОЕ-- Д ЕОГ- Д ОА = 


—2 выпрямленным углам. 


Говорят: Сумма всех последовательных углов, 
окружающих точку, равна двум выпрямленнык` 
угла м. 

Еели имеются слагаемые углы еще, кроме построенных на 
чер. 16, то их придется прикладывать к прежинм опять по пер- 
вому выпрямленному углу. и тоглаА сумма получается больше 
лвух выпрямленных углов, равная трем выпрямленным углам, 
больше трех выпрямленных углов и т. д. у 

16. Найти разность двух углов: Д.10В и Д МАР 
(чер. 17), или вычесть / МУР из / 4ЮБ, полагая, что 
‚ МУРх Е ДОБ. 

Перенесем _ ЛХ? тав, чтобы его вершина Х попала в вер- 
шину 0 угла .14Р; вращением около точки ( достигаем затем, 
чтобы сторона №М пошла по стороне ОВ, 
причем внутренние области этих углов 
расположатся одна па другой. Пусть сто- 
рова ХР пойдет по лучу ©9С; тогла по- 
лучим новый / 4((' о котором знаем, 
что ДХ А0С-- Д СОВ== Г ЮВ, откуда, м 
согласно определению вычитания, как деё- 
ствия обратного сложению, получим: 


Д 40с= И ОВ И ОВ, Ь [. 
но Д СОВ-— „/ РХЗЕ: поэтому 
Д0е—, 40В—, РХМ. Чер. 17. 


Пз пп’ 13—16 мы должны усвоить мысль, что в углам, как 
ик отрезкам, приложимы понятия: больше, меньше, равно, 
и что понятия о сумме и разности двух углов имеют опредслен- 
ный емысл. 


17. Упражнения. 1. Построить два приложенных друг в другу угла, 
назвагь вх бугвами, указать их сумму и записать сложение этех 
углов. 

9. Ив том же чертеже указать, что один из углов есть разность двух 
яругих; записать это. 


> 


5% 
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3. На следующих чертежах (смажыл?. В) / АОВ выразить разностью 
двух других углов. чи 

4. Данный угол разбить на 2, па 3, на 4 слагаемых; всякий раз 
записыгать это; сделать то же самое с выпрямленным углом. 

5. Данный угол представить в виде разности между выпрямленным 
н какиы-либо другом углом. Какое построение необходемо для этого? 

6. Производить сложение и вычитание углов. пользуясь моделями 
углов, вырезанных из бумаги. 

18. В дальнейшем мы часто будем нумеровать углы, чтобы, 
называя их пумерами, сократить письмо. Нумера углов будех 
пусать внутри каждого угла около вершины. 


Построим , „В (чер. 18) и будем называть его ДХ 1. До- 


‘ полним этот угол до 
в выпрямлениого. Задача 

ВХ 

А 

г 0 Сп 

И 

[2] с 

7:14 


\ 7 построим луч (0(', елу- 
жащий продолжением 


луча ОА; тогда по- 


8 
м имеет два решения: 
А 


Чер. В. Чер. 18. 


лучим _ ВО‘ или / 2, удовлетворяющий требованию, так как 
видим, что 
Д1--Д3-- выпрямленному углу. 

Здесь мы имеем пример сложения двух углов, когла сумма 
равна выпрямленному углу, — такие углы называютея смежными: 
Дт! и И 3 суть смежные углы. Чтобы 2 угла можно было на- 
звать именем „емежные“, надо, чтобы 1) они были приложены 
друг к другу н 2) чтобы их сумма равнялась выпрямленному 
углу, или, что то же самое, чтобы эти углы имели общую рфер- 
шину (у углов 1 н 2 общая вершина (›), одну общую сторову 
(у наших углов облая сторона ОВ) и чтобы две другие стороны 
являлись продолжением одиа другой (ОС есть прододже- 
ние ОА). 

Второо решекие нашей задачи получится, если продолжить 
сторону ОВ,— пусть ОД есть продолжение ОВ; тогда получим 


А 


‹ 
хо 
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еще / 407 или / 4, смежный с Х 1. Назовем еще полученный 
угол СОД через ,_3. 

ИПеслелуем 2 полученных решения нашей задачи, т.-е. Д2и 4. 
Мы видным особенность расположения ДЗ? и.” 4+: у них общая 
вершина (0, стороны одного из них являются продолжениями 
хторон другого, а именно ОС’ есть продолжение О.Г и обратно, 
и ОВ есть продолжение ОЛ) и обратно, — такие два угла назы- 
взются вергикальными. 

Затем мы знаем, чо и ДЗ н 4 донолияют каждый в 
отдельности ,”1 до выпрямленного; отеюда заключаем, что 


Вог более подробное изложение последиего соображения. С0- 
гласно построению, мы имеем: 


2- выпрямлениому углу 
), 1, ,._4==выпрямленному углу. 


Мы видим, что оба сложения ведут к одинаковой сумме (все 

выпрямленные углы вель равны между с0бою), в, кроме того, 

оттю слатазмое (а именно ‚ 1) в обоих сложеннях отно н то же; 

\ отсюда заключаем. что п другие слагаемые должиы быть равны 
между собою, т.-е. 79-4. 

Если погтровть две пересекающихся прямых липии, то полу- 
чим две пары вергикальных углов. На чер. 18 имеем. прямые 
АС п ВЛ, одна пара вертикальных углов есть ДЗи Да 
другая, Ти, 3. Вее прелылущее применимо к каждой паре 
вертикальных углов; нанр., для пары „Ти ДЗ имеем, что 
каждый из них дополняет / 2 до выпрямленного, следовательно, 
/1= „^^ 3. Поэтому имеем теорему: 


Вертикальные углы равны между собою. 


Упражнение. Построить через точку три прямых в указать иполучен- 
ные вертикальные углы; заносать их равенство. 


ГЛАВА ИП. 


Врашение луча около центра. 


:4. Если луч ОА (чер. 19) вращается по плоскости около 
точки О по направлению, указанному стрелкою, и если он до- 
стигнет положения ОВ, то два положения вращающегося луча: 
начальное О.4 п конечное ОБ составят ‚” 4ОВ, внутреннею 


^ 


Чер. 19. Чер. 20. 


областью которого (она отмечена ва чертеже) считаем ту часть 
плоскости, которую опишет вращающийея луч. Ноэтому: 

Угол можно рассматривать, как результат пово- 
рота луча около точки. 

Если конечиое ноложение луча окажется продолжением на- 
чального — на чертеже ОС есть продолжение Од,— то резуль- 
татом поворота луча явится выпрямленный угол. Если вращаю- 
щийся луч еще новернется, то получим / АОХ, болыний выпрям- 
ленного угла; ето внутренняя область отмечена пунктирног 
кривою линнею. Продолжая еще вращение луча, можем получить 
угол, равпый двум выпрямленным, больший двух выпрямлениых, 
равный трем вынпрямленным и т. д. 

20. Если вращать но плоскости отрезок 0.4 (чер. 20) около 
одного из своих концов, напр., около точки О, то другой конец А 
опишет замкнутую линию, называемую кругом или окружностью. 
Эта линия ограничивает определенную часть плоскости, называе- 
мую площадью круга (или окружноети). Точка О, около которой 
вращается отрезок, называется центром этого круга. Если 
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какую-либо точку круга (окружности) соединить с центром прямо- 
линейным отрезком, то этот отрезок всегда равен тому, враще- 
нием которого образован круг. Называют радиусом круга, отре- 
зок, соединяющий точку круга с ©го центром. Ясно, что все 
радиусы круга равны между собою. На практике для 
черчения круга употребляют циркул ь. Мы принимаем: на пло- 
свости можно построить круг, центр и радиус ко- 
торого даны 1). 

Если взять точку па нлощади круга или внутри круга, то 
отрезок, соединяющий эту точку с центром, меньше радиуса; если 
точка расположена где-либо на остальной части плоскости, или, 
другими словами, вне круга, то отрезок, соединяющий эту точку 
с центром, больше радиуса круга. 

Если построим два круга (черт. 21), имеющие общий центр, 
но различные радиусы, то одип из них, у которого радиус меньше, 
расположится внутри другого, — такие два круга называются 
концеитрическими. Если построить два круга оцинаковыми 


А 


Чер. 21. Чер. 22. 


раднусами, то ясно, что эти круги должны совпасть, если при- 
вести в совпадение их центры; говорят, что круги с одина- 
ковыми радиусами равны между собою. 

21. Каждая пара точек окружности делит ее на 2 части; 
напр., точки А и В (чер. 22) делят окружность на части 41СВ 
и АОБ. Каждая из этих частей наз. дугою н обозначается 
знаком <. Плхак, на чертеже имеем две дуги: / АСВи АРВ. 


1) Построение круга цпркулем ясно указывает нам, что круг обра- 
зуется вращением того отрезка, который мы можем мысленно вообра- 
зитв между концами ножек циркули, около одного из концов втого 
отрезка. 
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Прямолинейный отрезок, соединяющий концы ‘дуги, называется 
хорлою, стягивающею эту дугу. Хорла 18 стягиваег”.^ АСВ 
и стягивает \/ 17Б. Наоборот, — АБ (или < АДВ) етяги- 
вается хорлдою „ЕП. 

Дуги одного круга, можно сравнивать между собою, т.-е узна- 
вать, равны ли они, или олна из них болынс другой. Пусть, 
напр., требустся сравнить </ АМ и`\/^ СМР (чер. 93); для этого 
на\о начожить < СУР ва < УВ. Чтобы удобнее представить 
процесе наложения, построим радиусы ОС и ОР и станем 
вращать фигуру ОСХУД около центра но направлению стрелки 
до тех пор, пока точка (’ ве придет в точку .4: тогда — СХД 
ной ет но </ 4114 (это видно из самого образования круга— п°20). 
Сели точка 77) совпадает с точкою Д. то дуги совпали, и мы 
признаем их равными: если точка Д расположится’ где-либо 
внутри < АМД, то СУР < < ЁИВ; еели точка Г) распожится 
вехи. 1ЛАБ, то СУХО <, АЛЕВ. Так же легко установить, что 
можно находить сумму и разность зуг. 

Мы уже знаем, что всякая пара точек делит окружность ина 
2 дуги, напр., на чер. 22 имеем < 1" и <“ 1. Нногда дугу 
вазывают двумя буквами ЛЬ, п тогда под этим обозначе- 
пием понимают меньшую из двух дуг, разделяемых точками 
Ап Г. 

22. Построим какую-либо прямую АГ. (чер. 23), проходящую 
через центр нашего круга. Отрезок (напр., ОС), вращением кото- 
рого образовалея круг, приходит два 
раза во время вращения, и только два 
раза, в совпадение с этою прямою: 
олин раз, когда они займет положение 
ОК. и другой раз в положении ОЁ. По- 
этому прямая АР имеет с кругом две 
общих точки А п Г. Поэтому: 

Всякая прямая, проходя- 
щая через центр круга, имеет 
е ним две, и только две, 
общих точки. 

Отрезок АХ, соетпняющий этн лве общих точки, называется 
диаметром круга. Яено, что диаметр равен двум рачн- 
усам (напр. ГА— ГО-- ОМ). 


Чер. 23. 
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23. Возьмем на круге две дуги: < 1 и <^ СЛ) (чер. 24) и 
соединим коппы их с центром 0; тогла при центре получих 
углы: Д ОВ в Х СОР. Эти углы называются центральными. 
Говорят: центральный угол ЛОР соответствует лугс АБ и, на- 
оборот, <“ 4 соответствует центральному / „108. Пногда го- 
ворят: центральный / АОЛ опирастея на < .17. Выполним ряд 
‹равнений: 


1) Сравнить 1 и СЛ, сели / 1098-Х СОБ. 


Вращая фигуру ЛОБ по стрелке 0 тех пор, пока радиус 
2.1 не пойтет по ОС, найдем, что веледствие дапного равенства 
углов раднуе БВ должен пойти по 07), и, следов., и .1В совме- 
стится с СР. Саедов., м АВ-= (Г. 


/ 


2) Сравнить < 1/7 п 7), еели / .108 >> / ГОЛ. 


Поступая так же, как выше, сообразим, что здевь редиусе ОВ 
лолжен пойти вне угла (00, н точка Л упачет где-либо на 
окружности за точкою 7): следовательно, здесь хи .119 > < СО. 

`3) Сравнить / 10 и ДХ СОР, ослия АВЕ СР. 

Так как луги равны, то, поступая согласно п°91, можно до- 
<тигнугь того, чтобы их копии совместились, в тогла, радиусы ОЯ 
я 9С должны совместиться соответственно © ОСи ОЛ. Следов., 
‚.А0В== Д СО. у д 

4) Сравнить ОВ ин Д СОР, 
если “АВР. 

Ноступая так хе, вак выше, най- 
тем, что злесь точка -Т совпадет с {, 
а точка № попадет куда-либо на окруж- 
ность за точку 7), и, следов., радиус 
ОЛ совместится с 0С, ино ращус 
(В пойдет вие угла СОТ. Следов., Чер. 94. 

2. А0ОВ> СОБ. Плак: 

Равных центральным углам соответствуют рав- 
ные дуги и хорды, большему центральпому углу 
соответствует большая дуга; обратно, равным ду- 
там соответствуют равные цонтральные углы, 
большей дуге соответствует больший централь- 
ный угол. Также: если 2 хорды равны, то равны и стяг. ими 
тугй ин соотв. центр. углы. 


24. Если мы перегнем плоскость, на которой расположена 
окружность (см., напр., чер. 28), по днаметру ЕЕ, то одна часть 
этой окружности должна при этом перегибании совместиться © 
другою в силу того, что все радиусы круга равны между собой, 
а центр при перегибании остался на месте. Это свойство окруж- 
ноетн выражают словами: 

Диаметр делит окружность пополам, 
или 

Окружность симметрична относительно диаметра. 

ИЛИ 

Дизметр есть ось симметрии окружности. 

Вообще, если при перегибаини фигуры по какой-либо прямой 
одна ее часть совмещается с другою, то говорят, что эта фагура 
спмметрична относительно прямой перегиба, или, что прямая, по 
которой перегибалаеь фигура, есть ось симметрии этой фигуры. 

25. Пусть имеем две окружности с разными центрами. Если 
можно сообразить, что одна точка второй окружности лежит 
внутри первой и другая точка второй окружности вне первой, то 
нзнему представлению ясно, что такие две окружности должны 
иметь общую точку — должны пересекалься. Яено это из того, 
что окружность есть непрерывная линия, ограничивающая опре- 
хеленную площадь. 

Пусть, напр, имеем окружность О (чер. 25) (окружность 
часто называют одною буквою по имени ее центра), пусть центр 
другой окружности есть 
точка 0. Соединив точки 
Ои 0, нрямою линиею, но- 
лучим прямую 00, пазы- 
васмую линиею пентров этих 
двух кругов. Эт» прямая 
должиа иметь (122) со 
второю (не нарисованною) 
окружностью две общих точ- 

Чер. 95. ки по развые стороны 

центра, напр., Ши № и 

тогда ОМ и ОХ суть радиусы этой окружности, и, следов., 
0,1—=0,М, а МУ есть диаметр этой окружности. Допустим, 
что точка ЛГ лежит внутри круга О и точка № вне круга О. 


Тогда ясно, что окружность О, переходя из точки Г в точку М, 
холжна где-либо встретить . окружность О — должна ее пересечь, 
и эта точка пересечения есть общая точка обеих окружностей: 
она принадлежит и окружности 0 и окружности О.. й 

Мы можем найти услония, когда две окружности непременво должны 
пересечьсн. Обозначим ралиусе ОА первой окружности для краткости 
одною буввого а. т-е. пусть ОА—а и, слелов. также ОВ — а; радиус 
второй окружности обозначим Ъ, — следов., (М = и О.М -Ь; наковец, 
обозначим отрезовь, соединяющей центры наших кругов, буквою с, Т.е. 
00, =с. Тогда ОМ =00, —О.М и ОХ = 00, 0,Х кли, пользуясь 
сделанными обозначениями, найдем 

ОМ =е—Ъ и ОХ = + Ъ. 

Для того, чтобы точка М лежала внутри первой окружности, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы отрезок ОМ был меньше радиуса круга О, т.-е. 
е—Ь. а, 

а чтобы точка № лежала вые первой окружности, необходимо в доста- 
точио, чтобы отрезок ОХ был больше радпуса круга О, т.е. 
се БТ а. 
Итак, если выполнены два только что найденных неравенства, то 
ваши две окружности непременно пересекаготся, т.-е.; 


Если 1) разность между отрезком, соединяющим 
цеятры двух кругов, и радиусом одяого круга меньше 
радиуса другого круга и 2) сумма отрезка, соединя- 
ющего центры двух пругон. п одного радиуса больше 
радвуса другого круга. то этп два круга пересекаются. 

26. Изучая зальше вопрос о исресеченин двух окружностей, 
мы прежде всего сообразим, что точка пересечения нг может 
лежать на прямой (4), (чер. 25), так как на этой прямой, про- 
ходящей через центр 0, у пас имеются 2 точки Ми №, второй 
окружности (п° 23); следов., точка пересечения лежит где-либо 
вне линии центров. Нусть, нанр., эта точка есть точка С. Так 
как линия центров (№7, если ее продолжить, явится диаметром, 
как первого, так и второго круга, то вся пмпа фигура, состоящая 
нз совокупности обопх кругов, еимметрична относительно линии 
центров О().. Поэтому все, что имеет место по одну сторону оси 
симметрии (00;, должно иметь место и по другую ее сторону, 
т.е. и по другую сторону линии центров должна быть точна 
пересечения налших окружностей, напр., точка, 7). 

Птак, если выполнены условия предыдущего п5, 
ири наличьости которых наши окружности пере- 
секл ются, то непременно должно быть две общих 
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точьи у этих окружностей, расположенные сич- 
метречно по разные стороны их лнини центров. 
27. Задача. Найти точку, чтобы отрезки, соединяющие ее 
с двучя данными точками, были равны лвум данным отрезкам. 
Пусть даны точки Я п ДБ (чер. 26) п требуется найти такую 
точку, чтобы отрезок, соединяющий ее с точкою „4, равиялея 


с 
Чер. 26. Чер. 97. 


данному отрезку а и отрезок, соединяющий ее с точкою В, рав- 
нялея данному отрезку г. 

Для решения этой залачи строим окружность с цептром 4 радну- 
сом —а (если любую точку этой окружности соетинить © ее центром 
Л, то полученный отрезок должеи быть а) и из центра 2 окруж- 
поесть ралиуеом ==6 (сели соединить любую точку этой окружно- 
сти © ег центром 2, то получим отрезок =р). Если эти окруж- 
ности пересекутсл, то точки пересечения и будут искомыми точками. 

Назовем отрезок АВ через с. Мы зпаем, если 

е—№ аниса, 
то наши окружностп пересекаютсл в двух точках (ви 95 и 26), напри- 


мер, в С п О, п тогда мы вашли два решения нашей задачи: 
Точки С п О суть пекомые. 


Еелп же хсловпя м6 а и с--Ь>а не будут выполнены, 20 за- 
дача не имеет решения, — найти такой точкп невозможно. 

28. Построение угза, равпого дапному. Из свойств 
дуг, хорд п центральных углов (п? 23) мы приходим к заключению 
© возможности строить равные углы. Если нмеется круг О 
(чер. 27} и какой-либо центральный угол АОВ, то он вырезает 


из круга дугу АЛ, которая стягивается хордою АВ. Взяв иир- 
кулем эту хорду (опа на чертеже изображена пунктиром), пере- 
несем се в какое-либо ипое положение на том же круге, напр., 
в положение ('7) (след., хорда ('77= хорде 18) или в положенне 
ЕЕ (хорда ЕЁ=- хорде АВ); тогда, соединив лучами центр (с 
концами этих хорл, получим Х (09 -=, ЧОВ= ХХ ЕОЕ. 

Итак, мы можем теперь построить сколь угодно углов, 
равпых ланному, при одной п той же вершине. Попытаемся теперь 
построить угол, равный данному, при иной вернине. Пусть имеем 


круг О (чер. 28) и в нем центральный / ЧОВ. Ностроим другой 


Чер. 23. 


круг О, тем же раднусом — круги 0 и 0 (°20) раввы межд) 
собою. Затем, взяв циркулем хорлу’-17, перенесем ее, напр., в 
положение „1,1, на круг О, (хорда В, = хорде „1 — на чер- 
теже эти хорды не изображены, 


так как их легко вообразить). я в 
Тогда, построив лучи ()..Ц и О.В, /\ 
получим ДХ 40,68. =:Д 408. 
Пусть теперь даи/_1 (чер. 39) 
пря вершиие „1. Пристропм к 7: г. _ 
Р/ \Е' 


нему круг так, чтобы Х 1 вышел 
центральным; лая этого, прини- 
мая точку -.1 за центр, опишем 
произвольным радиусом или полный круг, или, что проще, толико- 
дугу круга так, чтобы определились точки Е и Р, где стороны 1 
пересекаются с кругом. Тогда опретелитея и хорда ЕЁ, соответ-- 


Чер. 29. 
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ствующая / 1-му. Затем, прилимая любую точку В за центр» по- 
строим таким же радиусом (ВЕ'— АЕ) дугу и на ней циркулем 
отметим концы Е’и Е’ хорды Е'РЕР’, равной хорде ЕЁ. Тогда 
ДЕЗВЕЬ—=И ЕАЕ или Д2—=И1. 

Теперь мы можем решить задачу: 

Построить при данной точке угол, равный дан- 
ному, так, чтобы одна его сторона шла по данному 
лучу. 

Пусть лан х_Ге вершипою А (чер. 30) и даны еще точка 
В и луч ГС. Требуется постровть угол, равный / 1, так, чтобы 
его вершина былав точке 
В иодна сторона шла по 
лучу ВС. 

Опять пристраиваем 
к [1 дугу, пранимая 
т. А за центр (радиуе 
произволен),‚— тогда опрс- 
делится хорда СЕ, соот- 
ветствующая этому углу. 
Тем же раднусом строим 
дугу, принимая точку В 
за центр, причем опреде- 
литея точка Ё', где эта 

Цер. 30. дуга пересекается с лу- 

чом ВС. Берем затеы 

хорду ЕР и этим радиусом, принимая т. Е’ за центр, стровм 

дугу, пересекающуюся с первой дугой (центр которой в В) в точ- 

ке Г". Тогда хорда Е’ == хорде ЕЁ и, следов, ДЕ ВЕ’ = 
—./ КРАЕ или (2—1. 


Упржненкя. 1. Даны ИТи ДЗ: ностропть сумму и разность этих 
углов. 
2. Построить сумму трех данных углов. 


ГЛАВА ПЕ 


Параллельные прямые. 


29. Нарисуем (от руки) иесколько зигзагов, вроде данных 
на чер. 31. В каждом пз этих зигзагов мы видим чо 2 угла (они 
занумерованы нумерами 1 и 2 в каждом зигзаге чертежа 31)- 
Каждый зигзаг состоит из двух лучей и отрезка, соединяющего 


2 
Чер. 81. с Чер. 32. 


точки, из которых исходят лучи. Папр., в последнем зигзаге 
нмеем: 1) луч АБ, исходящий из точки .1, 2) луч СТ), исходящий 
из точки (‘и 3) отрезок -1(. Углы 1-ый и 2-ой иринято пазывать 
внутренними накрест-лежащими углами по отно- 
шению к лучам, составяяющим этот зигзаг. Упражнения должны 
приучить глаз : расположению таких углов. 

Построим теперь зигзаг так, чтобы его углы были бы равны 
между собою. Для этого начнем построение е произвольного угла 
ВИС: (чер. 33, 1] вши © ДТ; затем, закренив точку С, костронм 
при ней, согласно п° 95, 3 (нли .^ МОР) =./ 11) 


1) Для большей ясности воспроизводим это постровиЕ  вдесь ва 
чер. 32. 

1) строим — а, пранимая точку за центр, произвольным радиусом; 

2) тем же радиусом строим — 8. принимая точиу С за центр; 

3) берем циркулем хорду дуги а, соответствующую углу 1-му — кон- 
цами ее служат точки пересечения дугн а с лучам ОВ и отрезком ОС; 

4) эту хорду откладываем на `— В от точки пересечения этой дуги 
с отрезком ОС, ваблюдая, чтобы угол при точке С, соответствующий 
этой хорде, оказался внутренвом накрест-ледзащим с ИТ: 

5) соединив ковец этой хорды с точкою С, получим ИЗ=ИЬ 
причем эти углы — внутренние накрест-лежащае. 


ъ 
< 
ь*) 
* 
* 
< 
хх 
`` 
® 
%ч 
ы = 
= З 
# 
< 
> ы* 
< х 
” 
` + 
№ З 
ыы 
< 
Чер. 383. 


— 98 — 


Тогза получнм требуемый зитзал 
М РВ. Езла лучи МС и РВ продол- 
жить (СМ есть продолжение луча СГ 
п РА — продолжение 77), то получим 
еще 2-ой зигзаг УС'Р.1, внутренне на- 
крест-лежмцие углы которого обозпа- 
чены пумграми 2 и +4. В обще. полу- 
ченная фигура состопт из трех прямых 
МХ, АВ и СП, причем о последней за- 
веломо известно, что опа пересекает 
ММ в точке Си „11 в точке 7), по- 
чему мы н будем прямую ('/) пазывать. 
секушею. 

Разучим полученную фигуру. 

1. Мы вилам, что ХТи Д Эемеж- 
ные, т.-6. Видим, что 

И1-Д2— выпр. углу. 

Также видам, что ДЗ и 4 смеяж- 
ные, т.-е. 

„_ 8-Е.” 4.-. выпр. углу. 

По мы строп ‚_8= 1. По- 
этому заключаем, что обязательно /. 4 
должен равпяться ./ 2. Птак, оказалось, 
что и вторая пара внутренних пакрест- 
лежащих углов (/2и / 4) состоит из 
равиых углов. Это обетоятельство за- 
служнвает впимания, п мы сго можем 
запечатлеть словами: если две пря- 
мые пересесчены сскущею нц 
вели два внутренних назрест- 
лежащих угла равны межту 
собою, то п другне два внутр. 
накр.-леж. угла тоже равны 1). 


1) Всякое свойство фигуры, выражен- 
ное словами и полученное после некоторых 
рассуждений, называется теоремою. 
Здесь мы имеем теорему о внутренних 
накрест-дежащих углах. 
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3. Всю фигуру, данную на чер. 33, Т, мы расчлепимна 2 фигуры: 
фигуру 27СРА и фигуру СРВ —мы будем их называть „левою“ 
и „правою“ фигурамн. Для яености представим эти фигурк 
отдельно (чер. 33, П). У них иместея по равпому отрезку: 
этр. СЛ левой фигуры равеп отрезку СР правой, так как ранее 
этн отрезки совпадали. Налоким, пользуясь этим равенством. 
лравую фигуру на левую (понадобится правую фигуру повернуть, 
как на чер. 33, ПЬ а затем уже наклалывать на левую) так. 
чтобы точка 2) правой фигуры совместилась с точкою С левой и 
этобы отрезок РС правой пошел по отрезку СР левой; в силу 
их равенства н другие их концы совместятся. Так как затем пе 
построению / 3— Д 1, то луч ОВ правой фигуры должен нойти 
но лучу СЛ/ левой, в снлу же выясненного - равенства /2 и 
4, луч СМ правой должен пойти по лучу 7).1 левой. Отеюде 
заключаем, что наши фигуры равны (это елого „равны“ в гео- 
мотрии и означает, что одна фигура совмещается при наложении 
© другой). 


3. Обращаясь опять к чер. 33, . мы можем спросить: по- 
ресскаютея ли прямые УМ и 45? Пели предположить, что 
они пересекаются и точка перессчения расноложена справа 
от секущей СД, то, в силу равенства правой и левой фигуры, 
мы должны притти к заключению, что и слева от секущей Ср 
должно быть то же, что и спраба, т.-е. и слева должна быть 
точка, через которую проходят обе прямые и ЛГМ и АБ. Тогда 
сказалось бы, что через 2 точки проходят лве прямые ММ и 
АВ, что невозможно. Следовательно, предположение, что АБ 
и ММ пересекаюгся справа от сокущей, не годится. Ясно, 
что также нельзя допустить, что они пересекаются слева от 
еекущей. Поэтому прихолим к заключению, что нам удалось 
построить две прямые АВ и Л/М№, которые друг с другом вовее 
не пересекаются. 


Две прямые, расположенные на одной плоскости и не пере- 
сокающиеся, называются параллельными прямыми. 


Для обозиаченпя нараллельности двух прямых употребляют 
зпак ||; таким образом мы имеем 2М|| АВ (МУ параллельна 
АВ). Из предыдущего построення вытекает: 
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можно построить параллельные прямые 
или: 
параллельные прямые существуют. 

Мы можем фигуру, данную на чер. 33 (Г), строить в ином 
порядке: 1) построим произвольную прямую АРВ (будем ее па- 
зывать данною)}; 2) вне ее построим произвольную точку С 
(ее также будем называть данною); 3) через точку С етропх 
секушую СЛ, образующую © дапиою прямою АВ Дти / 2; 
4) при точке С строим / 3=:/Т таь, чтобы эта углы оказалиеь 
внутренними накрест-лежащими — получим луч СЛГ; 5) пролол- 
жаем луч СЛГ по направлению СХ— тогда получим прямую ЛИ, 
параллельную АР. 

Отеюда вытекает заключение: 


Через точку, данную вне данной прямой, всегда 
можно построить прямую, параллельную данной. 

Так как для построения параллельных прямых необходимо 
было построить равные внутр. накрест-лежащие углы (2 3—1), 
то заключаем еще, что 

если две прямые пересечены секущею и есля 
полученные внутренние накрест-лежащие углы 
равны, то эти нрямые параллельны. 


30. В предыдущем 1п° мы научились строить через данлую 
точку прямую, параллельную данной. Возкикаот теперь вопрос: 
сколько можно построить через данную точку прямых, парал- 
лельных данной? Ответ на этот вопрос возможен лишь на основе 
нашего представления о расположении параллельных прямых: 
если мы представим, что прямая ИМ (чер. 33, 1), которая || АВ, 
повернется около точки С в том пли ином направлении, то нам 
ясно, что параллельность нарушится и что тогда ЛЕМ где-либо © 
одной стороны от секущей СР пересечется с АВ; может быть 
эта точка пересечения огажется так далеко, что на чертеже мы 
не будем в состоянии ее изобразить, но от этого наша уверен- 
ность в Том, что прямая АВ и повернутая прямая Л М№ пере- 
секаются, не уменьшитея. Рассуждениями, основанными на пре“ 
дыдущем, подкрепить эту уверенность оказывается негозможным, 
Поэтому принима:от, только на основании нашего представления. 
что 
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через точку, данную вне пбамой, можно по- 
стронть только одну прямую, параллельную дан- 
пой. 

Впервые это положенве введено в науку знаменитым грече- 
ским геометром Евклилом, который дал полный системати- 
ческий курс геометрии (за 300 лет до Р. Х.). Это свойство оза- 
главлено им именем „ХГ аксиома", которая выражена несколько 
пначе, чем зчесь, но ее осповная мысль та же самая. Иногза 
это же свойство называют именем „У постулат Евклида“. Разница. 
межлу этими двумя пазванпями следующая: аксиомами называют 
такие свойства, которые очевидны сразу, и мысль о Том, что их 
нельзя путем рассуждений вывести кз других свойств, уже уста- 
новленных, появляется при тщательном рассмотрении системы 
геометрии; постулатами пазывают допущения, которые необходимо 
принять, чтобы итти дальше, но справедливость которых не етоль 
очевидна. Впрочем, разница между этими двумя понятиями столь 
незначительна, что их часто смешивают. 

В тех словах, которыми мы здесь выразили постулат Евклида 
© параллельных, заключалотся 2 мыели: 1) через точку можно 
постропть прямую, параллельную данной, — эта мысль отнюдь не 
относится к содержанию постулата: в п°29 мы выяснили во3- 
можность такого построения; 2) только одну параллельную, — 
эта мысль, выражаемая словами „только одну“, и составляет со- 
держание постулата. 

31. Из постулата о параллельных сейчас же вытекают не- 
сколько новых свойств, которые 
поэтому можно’ назваль след- 


ствиями из постулата о парал- Е В 

лельных. = — 
1. Пуеть построено: 1) АВ || Ср м 

(чер. 34); 2) прямая ЛЕХ, пере- 

секающая АВ в точке Е. Возпи- © р 

кает вопрос: пересекаются ли Чер. 31. 


ММ и Ср? 

Ответ ясен: нельзя допустить, что №№ ис пересекает СХ, — 
тогла бы через точку Ё оказались бы построенными две прямых 
АВ и МХ, пзраллельных СО, что противоречит постулату © 
параллельных. 


3 


\ 
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П. Пусть построено: 1) ЕЁ|] АВ и 2) СО |] АВ (чер. 35) (для 
этого построения удобно воспользоваться только одною секущею 
СЕК и постровть Д2== Дт я / 3—1). Возникает вопрос: 
перссекаются ли или нет прямые СР и ЕЕ? 

Допустим, что СР и ЕЁ пересекаются в точке ЛЁ. тогдь ока- 
залось бы, что через Л/ построены две прямые ОО и МЕЕ, 
параллельные порознь прямой АВ, что противоречит постулату © 
параллельных. Отсюда приходим к заключению, что СО |] ЕЁ. 
Возможен, конечно, случай, что ханные точки Си Е расположены 
так, что построенные через них прямые, параллельные АБ, сли- 
ваются в одну. Нтак, имеем: 

Если через каждую из двух данных точек по- 
строить прямую, параллельную данной, то по- 
строенные прямые или параллельны между собок 
или сливаются в одну прямую. 

На основании этого случай совпадения двух прямых часто 
рассматривают, как частный случай параллельности. 

Ш. Пуеть построено: 1) АВ || СР при помощи секущей ММУ 
(чер. 36} и 2) секущая ЕЁ, причем образовались при точка» 


Ё 
| р___ 7. 7: 
м ме 5“ 
Е Е... --- 7” 


Чер. 35. Чор. 86. 


пересечения Еи Е внутр. накр.-лежалцие углы, напр., Д1 и /_4. 
Возникает вонрос: равны ли между собою эти углы? 
Рассмотрим точку Е. Мы знаем (п°29), что через зту точку 
можио постронть прямую, параллельную СО, для чего можно 
воспользоваться секущею ЕР п постропть при точке Е угол, 
равный / 1 так, чтобы он был внутренним накрест-лежатим с 
ДЕ; с другой стороны, на основании постулата (п°30), мы знаем, 
что можно построить лшшь одну параллельную, а сна уже по- 
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хтроепа — АВ || СТ, причем луч ЕВ образуст ве секущею ЕЁ 
Х 4, внутренний накрест-лежащий с / 1. Поэтому мы заключаем, 
что зтот /_4 необходимо должен быть равным /.1. Итак, 

Если две параллельных пересечены секущею, 
то внутреннне накрест-лежащие углы равны. 

32. Вообразим, что секущая ЕР (чер. 36) продолжена в обе 
«тороны; тогда получим фигуру, данную на чер. 37, причем пря 
точках Е и Е мы нмеем 8 углов 
{они  занумерованы  нумерами „ ; 8 
1—8 уже в ином порядке, срав- 3 \“ 
пительно с чер. 35). Мы теперь 
зидим, что }) Д1=И4 (вк 


зертикальные) = /_5 (как впутр- 5 де 

р ис) Д5 ( ут 2 А? 
накрест - лезащие) =/ 8 (как 
зертикальные); 2) / 2— / З(как Чер. 27. 


вертикальные) — /_ 6 (как внутр. 
макрест-лежащие) = / 7 (как вертикальные). 

Таким образом, все 8 углов разбиваются на 2 группы: 1) Дь 
ИД Дъи 8 и 2) И 3, ХЗ, Иби ДТ. Углы одной группы 
все между собою равны, но какой-либо угол из одной группы 
вообще не равен углу другой группы. По зато мы видим, что, 


чапр., - 
5-6 —=выпр. углу. 

Так как кажлый из остальных углов первоЯ групны равей 
/ 5-му и каждый из остальных углов второй труппы равеп 
Д 6-му, то заключаем, что сумма любого угла первой группы © 
любым углом второй группы равна выпрямленному углу. Итак: 

Если две параллельных перезечены секущею, 
тополученные 8 углов разделяются на две группы 
по 4 угла в каждой: углы каждой группы равны 
между собою и сумма двух углов, низ которых 
одии угол принадлежит одной группе, а другой 
угол-—-другой группе, равна выпрямленному углу. 

Обратим гнимание на отдельные пары углов, причем в пары 
будем соединять углы, однн из которых при вершине Ё, а другой 
при вершине А 

Мы уже знаем, что / 4—=—ДИби ДЗ=/ 6, т--е., что вну- 
тренние накрест-лежащие углы равны. 


- = += 
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Из первой группы мы имеем ещо /1=/ 8. Эти углы 
{/1ни 8) расположены по разные стороны секущей и их 
внутренние областя расположены вне полосы, выделяемой прямыми 
АВ и СЛ. Поэтому их называют внешними накрест-лежа- 
щими углами. Во 2-ой группе пместся тавже пара таких углов: 
Ди ХТ, причем / 2=/7Т. Итак, при параллельных 
прямых внешние накрест-лежащяе углы равпы. 

Из первой группы имеем /1—/ 5. Эти 2 угла, расположены 
по одну сторону секущей и один из них внешний (/ 1), а другой 
внутренний (/ 5). Такие два угла пазываются соответствен- 
ными. Мы имеем еще пары соответственных углов: Д4—= ДЗ 
(оба в Г группе), (2—6 (06а во П группе), Д3З=/Д Т (оба 
во П группе). Итак, соответствениые углы при парал- 
лельных равны между собою. 

ДЗ принадлежит ко П груше, а Ибр-—к Г; поэтому 
ИЗД 5—=выпрям. углу. Оба этих угла расположены по одну 
еторону от секущей и оба они внутренние. Поэтому их пазывают 
внутренними одностороннимн углами. Имеется еще 
пара таких же углов: /4н / 6; лля них (так как они при- 
наллежат к разным группам) также имсем Д4-- Д 6 —выпрям. 
углу. Итак, внутренние односторонние углы прв 
параллельных составляют в сумме выпрямлен- 
ный угол. . 

Пары: 1) И/Ти /Ти?2) ИЗ и ДВ. газываются внеи- 
ними односторонними углами и для них имеем (ибо 
углы каждой пары принадлежат к разным группам): 

ДИ 7Т=выпр. углу; ДИ 8==выпр. углу, 
те. внешние односторонние углы при параллель- 
ных составляют в сумме выпрям. угол. 


Наконец, пары: 1) Д/Ти Д 6, 2) /Зя 5, 3) ДЗа 8 
и 4) /4и/7Т 0606б0го названия ие пмеют, по каждая пара 
состоит из двух углов, одии из которых внешний, & другой вну- 
тренний, причем они расположены по разные стороны секущей. 
Так как углы каждой пары принадлежат разным группам, то. 
пмеем: 


1-6 =выпр. углу; ДД 5 = вы. углу; ДЗ 8—= 
—выпр. углу; / 4-Х 7= выпр. углу, 


те. при параллельных пара разносторонних углов, 
из которых один внутренний, & другой впешний, 
в сумме составляют выпрямленный угол. 

33. Не трулно теперь видеть, что параллельные прямые можпо 
стронть при номощи других пар углов, не внутренних накрест-лежа- 
щих, как в п°29. В самом деле, постронм при точке Ё (чер. 37) 1 = 
—=/ 5 так, чтобы эти углы были соответственными. Тогла найдем. 
что / 1—=И4и, след. /4— ИБ, т.-е., что АВ|| СР. Также 
можно пользоваться и внешними накр.-леж. углами (если / 1— 
—И 8, ти / 4—5 и прямые параллельны). Можно также 
строить внутренние односторонние углы так, чтобы их сумма 
равнялась выпрямленпому углу (если /3--Д 5—выпрям., то 
Г 4—=/ 5, так как /3-- / 4—==выпрямл., — слел., АВ || СЪ): 
можно также пользоваться и внешними односторонними углами. Итак: 

Если две прямые пересечены секущею и если 
внутренние накрест-лежащие углы равны, или 
если внешние накрест-лежащие углы равны, пли 
если соответственные углы равны, или если сумма 
внутренних односторонних углов равна выпрям- 
ленному, или если сумма внешних односторонних 
углов равна вы прямленному, или если сумма двух 
разносторонних углов, из которых один внутрен- 
ний, а другой внешний, равна вынпрямленному, то 
прямые параллельны- 

Для построения двух парал- ЗЁу 
лельных прямых обычно (н это 
улобнее всего) пользуются или 2 
впутренними нахкрест-лежащими ПЧ 
углами или соответственными. Чер. 33, 

Добавление. Постулат о парал- 
лельных прямых (п°30) может быть выражен в такой форме: 

Если сумма одной пары внутренних односторон- 
них углов меньше выпрямленного угла, а следова- 
тельно сумма другой пары больше выпрямленного. 
то эти прямые пересекаются с той стороны от се- 
кущей, где сумма меньше выпрямленного. 

Если, например, 1-Х < вынр. угла (чер. 38), то, сле- 
довалельно, Д3-- / 4 > выпрямл. угла, так как /1-- Д8— 
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==выпр. углу н Д2--/ 4—=выпр. углу. Наши прямые пере- 
секаются с той стороны секущей, где расположены ДТ и Д 2. 
В этой именно форме и бы" дан постулат о параллельных 
Евклидом. 

34. Упражлення. 1. Построить через данную точку (см. различные поло- 
кения, дапные на чер. 87) прямую, параллельную данной. 

На 1-м чертеже построение сынолнено: пз А стропы секущую АВ“ 
из точки В, как центра, строим дугу и таким же радиусом (удобнее 


5) 


4) 


Чет. 39. 


этот радиус брать небольшим) описываем дугу, принимая А за центр. 
Затем при А стропм угол, равный В, чтобы получились 2 ввутр. 
равр.-лезжк. угла, и т. 1. 
2. Постровть пару параллельных прямых в каком угодно положении. 
8. Даны 9 пересекающихся прямых; построить через данную точку 
ве новых нрамых, параллельных соответственно двум данным. 
4. Построить две пары параллельных прямых в каком угодно поло- 
жении, но чтобы все 4 прямые не были между собою параллельны. 
35. Построены две пары параллельных 
прямых: 1) е || би 2) а|а (чер. 40) (каж- 
дая прямая названа одною малою буквою). 
При точке пересечения прямых аи 6 полу-, 
чились углы, рассмотрим один н3 них, 
именно / 1, и сравним его с углами 2, 3, 
4 и 5-м, полученными при пересечении 
прямых с и 4, 
Чер. 40. Продолжим прямую с до пересечения 
с прамой а —прн точке нересечения 
получим еще углы, один из которых обозначен вумером 6. 
Тогда имеем: 1) / 2—6, как соответственные при параллель- 
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ных ап Я ин сскущей с; 9) /6—И\Т, как соответственные 
прн параллельных с ифи секущей а. Следовательно, Х 2— / 1. 
Так как (4—5, ти /4=/1. Так кав ИЗ 2= 
—=выпр. углу, а Д2= 1, то ДЗ /1==выпр. углу; также 
И5- И 1==выпр. углу. Заметив, что стороны /_1 параллельны 
©торонам любого из углов 2, 3, 4 и 5, найдем: 

Если стороны двух углов попарно параллельны, 
то эти углы или равны между собою илн в сумме 
составляют выпрямленный угол. 

Возникает вопрос: нельзя ли установить признак, пользуясь 
которым можно было бы разделить эти 2 случая. Для этой цели 
станем смотреть на угол, как на результат вращения луча и на- 
чальным положением будем считать такое расположение лучей, 
жогла ой в /Тив одном из углов 2, 3, 4 или 5 располагаются 
параллельно, например, по прямым 6 и с. Тогла стрелки, данные 
на чертеже, укажут направление, в котором пало вращать луч, 
чтобы получить желаемый угол. Удобно сравнивать это направле- 
ние с движением часовой стрелеи. Видим, что для получения Х 1 
надо луч АХ (чер. 41) вращать против часовой стрелки, для / 2 
нало луч ВУ (БУ || АХ) 
враттать против часовой стрел- 
ки, для (4 надо луч ВР 
{В || АХ) врашеть против 
часовой стрелки, для полу- 
чения / 3 надо луч ВЯ вра- 
жать по часовой стрелке п 
для /Б— луч БВУ по часо- 
вой стрелке. Отеюда можно вы- 
вести, что углы © параллель- 
ными сторопами равны, если 
направления их вращелия одинаковы, и что такие углы дополняют 


труг друга до выпрямленного угла, если направления их враще- 
ния противоположны. 


Чер- 41. 
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ГЛАВА Г. 
Треугольники. 


36. Мы уже рассматривали фигуру, состоящую из двух пере- 
секающихея нрямых (вертпкальные углы, п°15). Присоединим 
в ним еще третью прямую, пересекающую каждую из первых 
двух прямых в отдельной точке. Получим фигуру, данную на 
чер. 42: прямая а и прямая 6 пересекаются в точке С, прямые 
рис—в точке Аи прямые сиа — 
в точке Б (мы называем для со- 
кращения письма и речи каждую 
прямую одною малою буквою). По- 
строенная фигура называется тре- 
угольником. Слово „треугольник“ 
обозначается знаком Л ; обыкновенно 
треугольник обозначают тремя бук- 
вами, которыми названы три точки 
пересечения прямых. На чер. 42 

К. имеем Л АВС. 
Прямые а, би е называются сто- 
[7 Чер. 49. ронами треугольника, точки.4, В 
и С — ео вершинами. Треуголь- 
ник разделяет плоскость на 7 областей, из которых 6 бесконечпы, 
а одна конечная. Эта последняя ограничена сторонами треуголь- 
ника и называется площадью треуг-ка. При каждой вершине тре- 
угольника образуется по 4 угла меныших выпрямленного, например, 
ДИ? ИзЗи И 4 при точке А; впутренняя область одного 
из них, а именно / 1, захватывает площадь треуг-ка (или: ило- 
щадь треугольника лежит внутри / 1)-—-этот угол называется 
внутренним углом треуг-ка, а остальные три (/ 2, ДЗиХ 4)— 
внешними. Среди внешних углов рассматривают обыкновенно 
лишь один при каждой вершине: при точее А ДЗ или Х 4, 
которые равны между собою, как вертикальные, а /З==вну- 
треннему /1 на том же основании. Всего имеем в треугольнике 
3 внутреннах угла, которые часто называются просто углами 

треугольника. 


<> 
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Название „сторона треугольника“ употребляется в двух смы- 
селах: 1) этим именем называют, как указано выше, одну из трех 
прямых, напр., прямую а, неопределенно продолженную, 2) этим же 
именем называют отрезок этой прямой межлу двумя вершинами, 
напр., отрезок ВС. Еели вопрос таков, что приходится рассматрн- 
вать только отрезки наших трех прямых, то треугольник изобра- 
жают так, как на чер. 43. 

В треугольнике обыкновенно рассматривают 6 элементов: три 
стороны (отрезки) АВ, ВС и СА и 3 внутренних угла — 
ДА ИВиС. 

37. Рассматривая Л АВС (чер. 43), мы видим, что здесь 
является возможным применить по- 
строение п’29. Именно, в конце 
1°29 мы пришли к заключению, что 


если дана прямая и вне ее точка, 8 

то через эту точку можно поетронть 

прямую, параллельную данной. На с 
чер. 42 мы можем, например, счесть я 

прямую @ за данную прямую и точку Чер. 43. 


„4 за данную точку (либо: прямую 6 
и точку В, либо прямую с и точку С). Построим же через точку 
А прямую, параллельную сторове ВС (нли прямон а). Получим 
фигуру, данную на чер. 44, где МХ || ВС. Пазовем впутренние 
углы А ЛАВС нумерами 1, 2, 
м 3 и занумеруем еще нуме- 
с рамп 4, 5 и 6 некоторые углы 
3 ' при точке 4, полученные 
после построения прямой ЛГМ№ 
(см. чер. 44). Мы вадим, что 
при точке А выполнено сло- 
жепие нескольких углов. Нз- 
пример, мы видны, что 
ДА--И 4-5, 
причем сумма равна вепрям. 
Чер. 44. углу ВАД, т.-е. 
ДНИ 4 5==вапр. углу. 
Но /4—/ 3, так как это внутрениие накрест-лежалие услы 
нри параллельных ВС и ММ и сскущей АС; также /5=/И 2. 
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как соответственные углы при параллельпых ВСи АЛ и секу- 
шей БО. Поэтому в предыдущем равенстве мы можем заменить 
/ 41 (ДБ углами 3-м и 9-м; тогда получим 


Ил з- И 2==вывр. углу, 


т.е. оказывается, что во всяком треугольнике сумма 
внутрениих углов (если их сложить) равна выпрям- 
ленному углу. 


К тому же результату мы придем, еслн обратим внимание, 
что при точке „4 выполнено сложение /6, (Ти / 4, прячем 


сумма равна выпрям. углу МАЛГ. Здесь, следовательно, мы 
видим: 


ДЕ 1-Е И 4—=выпр. углу. 


По мы знаем, что / 6—2, как виутр. накр.-леж. при 
параллельных ВС и МГ и секущей ВО и /4=—/З, кав 
впутО. накр.-леж. при тех же параллельных и секущей С4. 
Поэтому заключаем, что 


2-11-33 =выщр. углу. 


Обратим еше внимание на / САХ, являющийся внешним для 
А АВС. Мы видны, что лучем АЛ ов разбит на 2 слагаемых, 
на /4 и ДБ, т--е. 


Д САРА 5. 


о, как мы уже выяснили, / 4=— ДЗи / Б= / 2; следов., 
Д бАР=И ЗИ 5. 


Эти 2 угла (/З и Д2) являются внутренними углами 
А АВС, не сможными с / САД (с / САД смежен Г 1). 
Поэтому мы заключаем: 

Внешний угол треугольника (образованный одною 
его стороною и продолжением другой) равен сумме двух 
внутренних угловс ним не смежных. 

Мы можем из чертежа 44 выделить только те элементы, 
воторые необходимы для выяснения полученных свойств, и уда- 
лить все остальное, не нужное, тогда получим упрощенный чер- 
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теж. На чертежах 45 и 46 даны 2 таких упрощенных чертежа- 
Для чер. 45 имеем: 

1) ИИА И 5=вышр. углу, во Д4=ИЗи Д5= 
—/ 3; след., ЛИЗ И = выцр. углу. 

2) Д САБ-=И4-Н ИБ, но Д4=ДИЗи Д5=Д 2. Сле- 
дов, / САРА 2. 


лм 


Чер. 45. Чер. 46. 


Для чер. 46 имеем: / 6 Г /1--/ 4— выпр. углу, но / 6 —=/.2 
и / 4—3, следов., ИЗД 6-Е И 3 —вытр. углу. 

38. Задача. Построить Л с такими же сторонами, как у данногс 
треугольника. 

Пусть дан ЛАБО (чер. 47). Строим где-лнбо прямую и на 
ней при помощи циркуля откладываем отрезок ЛГУ— АС. Таким 
образом мы нолучим две вершины искомого треугольника и № 
Чтобы найти третью вершину, воспользуемся задачею п° 27: нало 
найти такую точку, чтобы отрезок, соеднняющий ее с точкой 127, 
был равен АВ и отрезок, соединяющий ее с точкою №, был —= СВ, 
для чего, принимая последовательно АГ и М за центры, строим 
2 круга: один радиусом —= АВ и другой радиусом = СВ. Эти 
крути вересекутея в двух точках Ри 0; соединив оти точки 
прямыми с Ми М, получим два искомых треугольника: один 
А МРМ и другой АМОМ (ИМ=АО; МР М09—ШВ; МР-Ь 
— №0—СВ). Примем, что два круга не могут пересе- 
зваться более, чем в двух точках 7). Согласно п” 36 точке 
пересечения наших кругов Ри @ расположены симметричне 
относительно линии центров Д/У. Поэтому при перегибании всеГ 


*) Впоследствии этот вопрос будет разъяснен (см. п° 198). 
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фигуры по оги спуметрии ЛЕМ точка Р должна совместаться © 
точкою ©, а, следовательно, Л РМ совместится с Л МОМ. 
Согласно п” 2, мы можем назвать эти треугольники равными или 
гопгруэптными. 

Если мы повторим где-либо на ином месте плоскости преды- 
дущее построепие, то получим еще 2 треугольника ДЕР и ДЕК 


& 


Чер. 47. 


с такимн же сторонами, как у ДАВС (РЕ АС; РЕЬК= 
— В, ЕЕ= ЕК-=СВ). Также в силу того, что прямая РЕ 
есть ось симметрия всей фигуры, мы заключим, что эти два тре- 
угольника равны илп конгруэнтиы между собою. Возникает теперь 
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вопрос: можно ли добиться того, чтобы какой-либо из треуголь- 
ников второй пары (чапр., А РЕЁЕ) совпал с каким-либо тре- 
угольником первой пары (напр., е А РМ)? 

Еруги позволят решить этот вопрос. Цередвинем нижнюю фи- 
гуру чертежа 47 так, чтобы точка 0 совпала с точкой М и точка 
Е в точкой № (этого добиться можно потому, что ММ№М=ФЕ, — 
каждый из этих отрезков — 40). Тогда круги фигуры РЕЁК сов- 
падут соотв. © кругами фигуры РАО (ибо радиусы этих кругов 
соотв. равны между собою и центры их совместились). Поэтому и 
точки пересечения этох двух пар кругов должны совместиться, 
т.-е., напр., точка Р совместится с точкою Р и точка Кс 0. 
Отсюда заключаем, что и Д ДЕР должен совместиться с Д ТУР, 
что принято записывать в вле Л РЕР- А МАР. Мы также 
могли бы к Л АБС пристровть два круга, принимая точки Аи С 
за центры и отрезки АВ ин СВ за рэднусы, и также при номощи 
этих кругов пришли бы к заключению, что 


ААВС— А МРУ— А МОХЬ—= А БРЕ— А КЕ, 


Птак, если построить два треугольника с попарно 
равнымн сторонами, то эти треугольники конгру- 
энтны (или равны). 

(Следует помвить, что для геометрических фигур слова „кон- 
труэнтны“ иле „равны“ означают, что эти фигуры совпадают при 
наложении). 

39. В предыдущем п° мы научились строить равные треугольники. 
Пусть Л А'В'С' = АЛАБВС (чер. 48) и при наложении еторона 
А’В' совпадает с АВ, 

В'С'—с Вил! С' — 3 5' 

с АС. Тогда и углы д 
этих треугольников 
совгадают, & именно 

ДесеиАсдА 
и и с ДВ, т.е. ДОИСИА=ИАи ИВ=ИВ. 
Ясно, что в равных треугольниках равные углы ле- 
жат против равных сторон и обратно: равные ето- 
роны против равных углов. 

40. Задача. Построить треугольннк по трем дан- 
ным сторонам, 


с А’ (АЙ 


Чер. 48. 


— 44 — 


Пусть даны три отрезка а, Бис (чер. 49); требуется по- 
строять Л так, чтобы его стороны были соответственно равны 
данным отрезкам. 

Строим где-либо один из данных отрезков а; тогда опредс- 
лятся две вершины треугольника В и С. Третья вершина должга 
расноложиться так, чтобы отрезок, соединяющий ее с точкою В, 
был—6 и отрезок, соединяющий ее с точкою С, был=8; по- 


я 
7, 
ъ ъ с 
[#9 
ё В 
#:] я 


Чер. 49. 


этому пахождекие ее сведется к задаче пб 27: надо, принимая В” 
за центр, построить круг раднусом — в, и, принимая С за центр, — 
круг радиусом —в и точку пересечения этих кругов, напр., точку А, 
соединять с точками В и С-—-тогда А АВС и есть искомыи. 
Соединив другую точку пересечения окружностей А’ с точками 
Ви С, получим другой такой же А, расположенный спыметрично 
© первым относительно оси ВС. 

Для того. чтобы задача была возможна, надо, чтобы: 1) а—0<е 
вл с >а— Он 2) а-+Ь`>с пли с<«а- В, т.-е., чтобы один из данных от-- 
ревков был больше разности двух других и меньше их суммы. 

41. Пусть теперь даны 2 отрезка аи (чер. 50). Требуется 
постронть /\Х так, чтобы его стороны были а, В и 6 (задача воз- 
можна, если а Ь-Ь или а 26). 

Согласно предыдущему п°, построение легко выполняется и 
получим, напр., Л ВС, у которого две стороны (АВ и 4С} 
раввы между собою. Такой Д называется равнобедренным ; 
та его сторона, которая не имеет себе равных (в Л 4ВС- ото- 
рояа ВС—=а), пазывается основанпем равнобедр. А-а, & 
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противоположная вершина А называется „вершииою равнобелрен- 
ного треугольника“, причем этим названием эта вершина А 
как бы выхеляется из остальных вершин. 

Вообразих, что А АВС перевернут другою стороною, то но- 
вый Л АСВ (чер. 59 — справа) можно простым передвижением 
х=Фвместить © прежним: сторона ВС левого треуг-ка — стороне 
СВ правого, сторона АВ левого —=тороне АС правого и сто- 
рона -4С левого — стороне АВ правого, &а мы уже знаем, что 


< 


Жи 
г. ь я 
ъ ъ ъ 
и в 
т. 
3 “ < Чез. У. 


если стороны двух треугольников попарно равны, то эти ‘греуголь- 
инки равпы, те. при наложении совмещаются (1° 33) и ДВ ле- 
вого А-а равен, следов., углу С поазого, или, что то же самое, 
углу С тоже левого треуг-хка. Итак, в равнобелр. Л АБС, у кото- 
рого 1В==-АС, /_ В также / С. Это свойство выразим словами: 

В равнобедрепном треугольнике 
углы при основании равны 
или 

В треугольннке, у которого две 
стороны равны, протнв равных сто- 
рон лежат равные углы. 

42. Построим, накопец, Л, У которого все 
3 стороны равнялись бы данному отрезку а. Чер. 50 5. 
Построение легко выполнить (чер. 50 153). 
Этот Л наз. равносторонним. „Тегко видеть, что этот А можно 
счесть за равнобедренный с основанием С.В; тогда /С—=/ В. Но 
его можио принять и за равпобедренный с основанием АБ и тогда 
Д аА= В, откуда приходнм к заключению, что в равносторол- 
нем треугольнике все 3 угла равны между собою. 

43, В п'38 мы нолучили признак разенства треугольников: 
если стороны двух треуг-ков понарио равны, то и треуг-ки равны. 


4 
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Теперь мы можем, накладывая один треуг-к на другой, получить 
еще другие признаки. 

Построим какой угодно ЛАБ” (чер. 51); затем построим 
ДО=ХА (1°28) и на сторонах этого угла отложим отрезки 
Ор АВ и ОЕ 4АС\). Соедннив точки Ди Е, получим А ОРЕ. 
Наложим ДОЛЕ на ДАВС так, чтобы /О совпал в ДА 
(вель / 0О—=/ 4). В силу неравенств Ор АВ и ОЕ АС, 
А ОРЛЕ при этом наложении не совместится с Л АВС (слелует 
нарисовать, как именно расположится А ОДЕ при этом наложе- 
нии). Построим еще ДА О’О’Е’ так, чтобы 1} ДО—=ДА, 
2) О’О'=АВи 3) ОЕ< АС. Тогда при наложении треуголь- 
ника О'’Д’Е на А АВС так, чтобы /_0О’ совместнлея е ДА, 
легко уясним, что и вершина Ш’ должна также совмеетитьел © 


А 


р 


Чер. 51. 


точкою В (в силу равенства О’Г’ — АРВ), но точка Ё не совна- 
дет с точкою С, — треугольники опять не совместятся (нарисовать 
их расположение при указанном наложении!). Теперь легко ответить 
на, вопрос: как надо изменить сторону О’Ё’ треугольника О’О’Е’, 
чтобы быть убежденным, что этот Д совместится ве АД АВС? 

Нало, ответим мы, увеличить сторону О’Е’ так, чтобы она 
сделалась равною стороне АС. 

Итак, еслн мы построим Д О”Д"Е" так, чтобы 1) Д О"= ДА, 
2) О"р"—=АБиз) О"Е" — ЧС, то мы можем быть убеждены, что 

АО’Р"Е'—= ДАВС. Замечая, что /_ ОГи ДА составлены попарно 
равными сторонами (на чертеже равные стороны и равные углы 
отмечены одинаковыми значками), мы можем сделать заключение: 


1) На чер. 51 даны пунктиром те дуги, которые необходимы для 
построения Д О= ДА, 
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Если построены два треугольннка так, что у них 
по две равных стороны и углы, составляемые этимн 
сторонами, таже равны, то эти треуг-ки равны. 

44. Построим два 


вертикальных угла при Г.) 
точке ЛМ — они, мы с 
знаем, равны (чер. 52) \ С 
и на сторонах этих 
углов отложим  по- В А 
парио равные этреэки 7 
АВ АО ни АС-ЬАЕ я м 
(это можно сделать Е 
двумя способами, по- р 0 
чему на чер. 52 даны / 
П 


две фигуры Ги ПИ). Е 
Равны ли полученные Чер. 52. 

треугольники? Как надо 

переместить Л АЕ), чтобы он совпал е ДАВС? Указать, какой 
угол одного из каждой пары треугольвиков равен какому-либо 


С 


Я [4 
У И 
и 
ИУ ра 
7. Е’ р Е” 


Чер. 58. 
углу другого (можно воспользоваться п°39 или выясиять, как Именно 
расположится Л ЛЕД при совмещении его с ДАВС). 
45. Постронм какой-либо ДАВС (чер. 53); затем постронм 
А ОБЕ так. чтобы сторона ДЕ—стороне ВС, чтобы /_ Г был 
больше / В, но / Е был меньше / С. Наложим АД ОДЕ на 


4 
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А АВЕ так, чтобы РЕ совпала с ВС (точка Дес В нточка Ес 0); 
этого добиться можно, так как эти стороны равны по построению. 

Тогла, в силу того, что / ДД Вид ЕС, ЛОШБЕ ве 
совместится с ЛА АБС (следует нарисовать, как именно при этом 
наложении расположится Д ОДЁ). Мостроим еще А О’'О'Е так, 
чтобы Р’Е' — ВС, а также / Е = (, по, попрежнему, / ТР’ 
был больше / В. Тогда при наложении ЛД О'Р’Е на ДАВС 
так, чтобы точки О’ и Е’ совпали соответственно © точками В 
и С, увидим, что сторона ЕО’ пойдет по стороне СА (ведь те- 
перь / Е = / С), но сторона О’О’ пойдет вне угла В (/ 0’ ДВ) 
и точка О’ не совпалет с точкою А (следует нарисовать распо- 
ложение этих треугольников при расематриваемом наложении}. 
А О’Ь'Е' опять не совместится с Л АБС. 

Теперь не трудно ответить на вопрос: нак надо изменить /._ Г’, 
чтобы добиться совпадения Л О’ РЕ с Л АВС? Надо, ответим 
мы, уменьшите / ЛД’ так, чтобы он сделался равен / В. 

Итак, если мы построим Л О’Ф’Е’ так, чтобы 1) ’Е" = ВС, 
2) /Е'—=/ (из) / О"= / В, томы можем быть убеждены, что 
АО"Е"Р"— ДАВС. Замечая, что равные стороны О"Е" и ВС этих 
треугольников расположены между соответствеино равными углами 
(на, чертеже равные стороны и равные углы отмечены одинаковыми 
знакамн), мы можем установить еще признак равенства треугольников: 

Если построены 2 тре- 
угольника так, что они 
имеют по два равных 
Угла ипо равной стороие 
между этими углами, то 
такне треугольники равны. 

А В 46. Построим — какой-либо 
А АБС (чер. 54) и при концах 
стороны АВ ностроим / ВАД= 
—=И САВи /АВО-—/ АБС. 
| Тогда получим Л АВ. 
Чер. 51. Равпы ли треугольники АСВ 
и АБЛ? Как можно добиться совмещения этих треугольников? Ука-- 
зать равные стороны в этих треуг-ках (можно воспользовалься п"39). 

47. Пмея в виду пп°38, 48 п 45, мы можем теперь свести 

вместе признаки равенства треугольников: 


С 
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1) Еслитри стороны одного треугольника равны соответ. 
ственно трем сторонам другого, го эти треугольники равны. 

2) Если две стороны и угол между ними одного тое- 
угольника равпы соответственно двум сторонам и углу 
между ними другого, то эти треугольники равны. 

3) Если два угла и сторона между ними одного тре- 
угольпика равны соответственно двум углам и стороне 
между ними другого, то эти треугольники равны. 

Прибавим сюда еще заключение п°39: в равных треуголь- 
никах равные углы расположены против равных сторон 
и равные стороны против равных углов. 

Для совмещения равных треугольников иногда бывает необхо- 
димо один из них перевернуть другою стороною. 

48. Задача. Построить треугольник по двум данным 
сторонам и углу между ними. 


ОД 


АА 


Г: 
Чер. 55. Чер. 556. 


Пусть даны 2 отрезка ани угол т (чер. 55). Трэбуется 
построить Л так, чтобы данные отрезки были его сторонами и 
угол, ими составляемый, был —= И т. 

Строим: 1) прин точке С угол, равный / т, 2) на сторонах 
построепного угла откладываем СВ —а и СА-Ь, 3) соединяем 
точки А и Б. Получим искомый Л АВС. 

49. Задача. Построить треугольник по данной 
стороне и двум прилегающим к пей углам. 

Дан отрезок а и 2 угла ти (чер. 56); требуется построить 
Д так, чтобы одна из его сторон —а и углы, к ней прилегающие, 
были равны Джин / я. 


Строим: 1) отрезок ВС—а, 2) при точке В угол=Ити 
при точке С угол— / п так, чтобы одна сторона каждого из 
этих углов шла по ВС; точка пересечевия А других еторой по- 
строенных углов даст вершину А искомого треугольника. 

Может слузитьея, что сторовы построенных углов или вовсе 
не пересекаются (параллельны между собою-—-это случится, если 
Ит-Ии==выпр. углу) или пересекутся во другой стороне 
от ВС; в последнем случае получится Д, у которого к сто- 
роне а прилегают углы не ж и пе я, а дополняющие пх до вы- 
прямленного. 

Мы зизем, что сумма всех трех внутренних углов треуголь- 
ника равна выпрямлениому углу, а сумма двух внутреиних его 
углов должна быть, следовалельно, меныше выпрямленного. По- 
этому для возможности дапной залачи необходимо, чтобы было: 
Дт-- (в < выпрямленного угла. 

Упражнения. 1. Построить равнобедренный треугольник по углу пря 
его вершине и но боковой стороне, у 


2. Построить равнобедренный треугольное пе основанию п по углу 
при основании. 


ГЛАВА \. 


Параллелограмм и его частные виды. 


50. Построим две пары параллельных прямых: АБ|| СО и 
АВ ВС (чер. 57). Совокупность этих четырех прямых с их 
четырьмя точками пересечения составляют 
фигуру, называемую параллелограм- 
мом. На чер. 57 имесм параллелограмм 
АВСР. Прямые, его составляющие, назы- 
ваются сторонами параллелограмма; 
иногда под этим названисм понимают не вею 
бескопечную прямую АБ, атолько ее отре- 
зок между точками А и В. Точки пере- 
сечения сторон называются вершинамн 
параллелограмма. Параллелограмм выделяет 
из плоскости определенную ее часть, называемую его пло- 
щадью. Параллелограмм имеет 4 внутрекних угла; ноэтому 
ниогда дают определение параллелограмма в следующей форме: 


= 
+ 


Чер. 57. 
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Параллелограммом называется четыреуголь- 
ННЕ, у которого противоноложные стороны парал- 
лельны. 

Параллелограмм является, следовательно, частным видом 0б- 
щего ПоПятия „четыреугольниь“; мы легко можем построить 
вообще какой-пибуль четыреугольник, выделяющий из плоскости 
определенную ее часть: для этого надо построить какой-нибущь 
отрезок АВ (чер. 58), из точки А построить какой-либо новый 
отрезок АС, составляющий е АВ некоторый угол, отличный от 
выпрямленного, из точки С’ также построить р 
новый отрезок СДО, чтобы точка Д лежала ——_8в 
по ту же сторону прямой АС (бесконечной), 
как и точка В, и, паконец, построить от- 
резок ВТ), копцами которого елужат уже 
построенные точки В и ВБ. То же можно ра 
выполнить иначе: взять 4 произвольных Чер. 53. 
точки 4, В, Ди С ни соединить их поварно 
прямымя, каждую с двумя сосединми, наблюдая лишь, чтобы 
эти прямые выделяли из плоскости опредезенную часть. 

О четыреугольниках и вообще о многоугольниках смотри 
гл. УП. 

51. Изучение углов параллелограмма. Пронуме- 
руем внутренние углы цифрами 1, 2, Зи 4и возьмем еще два 
из внешних углов: Дб и Д 6 (чер. 57). Тогда: 

1) (1-|-И4—выпрямл. углу; 2) ИТ И 2—выпрямл. 
углу ит. д. 

В самом деле, углы Е и 4 суть внутрепиие односторонние ври 
параллельных АВ и ПС и сокущей АР, а мы знаем (пб 33), 
что сумма таких углов равиа выпрямленному; то же применимо 
пк углам Ти 2, которые являются впутрепними односторопними 
при параллельных АД и ВС и секущей АВ. Можпо то же прн- 
менить п к парам углов Зи 3 или нк Зи 4. 

2) ДИЗ и ДД 3—=ич. 

Так как /_1==/ 5, как соответственные при параллельных 
АВн ЛС и секущей АХ, ни /5—=/ 3, как внутренние на- 
крест-лежащие углы прн параллельных АД н ВС и секущей СХ, 
то /1—=/ 3; тавже найдем: Д4= И би / 6=/ 23, следов., 


—_4=/ 3. 


— 59 — 


Эти результаты можно выразить словами: 

В параллоелограмие: 1) два соседних угла в 
сумме составляют выпрямленный угол п 2) два 
противоположных угла равны между собою. 

52. Пзучение сторон параллелограмма. Здесь мы 
будем рассматривать стороны, как отрезки, а потому изобразил 
параллелограмм так, как на чер. 59. 

Точки А, В, Си Ш (чер. 57), кроме сторон, определяют 
еще прямые АС и ВПО (на чер. 57 они не наяерчены), назы- 
ваемые диагоналями параллелограмма. Чостроив только одну 
из них БР (чер. 59), получим два треугольника: АД АВДО и 
А ДБО, у которых одна сторона ВД общая. Кроме того, про- 
нумеровав углы, составляемые диагональю В) со сторонами 
параллелограмма, как на чертеже, найдем /1=—= (2, как вну- 
тренние изкреет-лежащие при параллельных АВ н ОС и секу- 
щей ВЛ, затем /3—=/ 4, как внутренние накрест-лежаниге 
при параллельных АР и ВС и секущей ВЛ. Слерзозалельно, два, 
угла (ДТ и ДЗ) и сторона между ними ВД одного треуголь- 
ника (Л АВР) соответственно равны двум углам (/2и / 4) и 
стороне между пимн (ОВ) другого треугольника (Л СОВ}, по- 
этому (1° 47) и Л4ВЬ— АСЬБ. Олсюда заключаем, что и 


= 


Чер. 59. р 60. 


их остальные части равны, причем равные стороны должны ле- 
жаль против равных углов: АД (протнв /1Тв ДА АВЬ) должна, 
следовательно, равняться ВС (против /Зв ЛА СОВ) ин также 
АВ (против /3) равияетея ШОС (против /_ 4). Этот результат 
можно выразить словами: 

Параллельные стороны параллелограмма равны 
между собою. 

53. В упражнениях 3 и 4 п` 34 мы уже строили параллело- 
грамм. Но построение параллельных прямых несколько длипно. 
Теперь является возможным ускорить построение параллело- 
грамма. Возьмем произвольный угол А (чер. 60) и на сторонах 
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его отложим лва произрольных отрезк» АБ в АС; затем, при- 
инмая В за центр, построим окружность радиусом, равным 0714 
резку АС, и, принимая С за центр, построим другую окружность, 
ралиусом, равным отрезку АВ. Наконец, одну низ точек пересе- 
чения этпх окружностей, ту именно, которая лежит внутри взя- 
того угла А, соединим прямыми ОС и ОВ с точками Си В. 
Па пашем чертеже даны только дуги этих кругов, которых до- 
статочно для определения положения точки 2; на практике тах 
всегда и поступают. Тогда получим четырпугольник ОВАС, вы- 
деляющий из плоскости ее определенную часть; согласно по- 
строению, 1) ВО-=АСи 2) 4АВ=-СРЬ. Возникает вопросе: по- 
строен ли у нас параллелограмм, или пет? 

Для решения этого вопроса построим диагональ СБ; тогда, 
нолучим 2 треугольника: АСВ и ОВОС, у которых сторона (8 
общая и, согласно построению, 4С—0ВР и АВОСЬ, т.-е. 
3 стороны одного треугольника равны соответственно трем сто- 
ронам другого, а такие треугольники, мы знаем (п° 46), равны, 
т.е. ЛД АСВ — А СВОЮ. Отеюда завлючаем о равенстве углов 
1 и 2 (против равных сторон); следов. АС|| ВХ, так как /1 
н /2 суть внутренние накрест-лежащие при прямых ЯАСи ВО 
и секущей СБ. Также заключаем, зто /8—/4, и, следов., 
АВ || СП, так как (Зи [4 суть внутреввие накрест-лежащие 
углы при прямых .1В и СБ и секущей СВ. Отсюда следует, 
что АСОБ есть параллелограмм, т-е.: 

Если построен 4-угольник, выделяющий пз пло- 
скости определенную часть, у которого противо- 
положные сторопы равны, то этот 4 -угольник есть 
параллелограму. 


54. Упражнения. Надо освопться с выше данным построением пз- 
раллелограмма п выполнять это построение быстро п евободчо. 

1. На ланном угле постропть параллелограмы. Много ло таких па- 
раляелограммов возможно построить? 

2. Построить параллелограмм на данной стороне. Много ли возможно 
построить такох параллелограммов? 

3. Построить параллелограмм по данной стороне п по углу. Много ли 
тзкох параллелеграммов можно построи:ь? 

4. Построить параллелограмм по двум сторонам. Много ли такох па- 
таллелограмуов можно построить 2 

5. Построить параллелограмм по двум сторонам и углу между ними. 
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6. Постропть пагаллелограмм на данной диагонали. Много ли вов 
мот:.но построить таких параллелограммов ? 

1. Ностройть параллелограмм, если даны три его вершины, Сколько 
мол:но построить таких параллелограммов? 

После решения этой задачи получим фагуру, изучение которой по- 
знолит установить некоторые свойства треугольника: 

а) прямая, соеднняющая середины двух сторон треугольника, пз- 
раллельна трезьей его стороне я равна ее половине; 

Ь) если дан какой-либо треугольник, то можно построать другой 
треугольник, чтобы каждая сторона нового была в 2 раза больше (пли. 
наоборот, в 2 раза меньше) соответствующей стороны старого треуголь- 
ника, причем плошадь нового треугольника окажется в 4 раза больше 
({изи. наоборот, — меньше) плопали старого. 

(На стран. 9% дана фигура. которуто можно получить здесь, решая 
предложенную задачу; в в. 107, на той же странице, дано изучение 
этой фагуры, однако, с несколько иной точкп вренин). 

5. Построить параллелограмм по двум сторонам и диагонали, 

Полезно, прежде чем гриступоть к построениям, требуемым г выше- 
изложенных задачах, дать себе отчет, какие из 4 верщин параллело- 
грамма даны, и наметить мысленно варанее приолизительное положение 
остааьных вершин. 

55. Можно еще построить параллелограмм следующим обра- 
зом: построим две параллельных прямых АБ ||_С (чер. 61) и 

на каждой мз них отложим по равному отрезку 

В, С АЛВ— ОС. Затем сосдияим точки А и Д иточки 

И Ви С (во нельзя соединять Ас Си Ве )— 
| тогда получится 4-угольник, не выделяющий из 
плоскости определенную ее часть); тогла получим 

Ё 4-угольник АВСТ), у которого АВЕ ОС (равна 
=—— и параллельна), выделяющий из плоскости опре- 
деленную ее часть. 

Нетрудно выяснить, что построенный 4-уголь- 
ник есть параллелограмм. Для этого построим 
диагопаль -1С и пронумеруем полученные при концах дваговали 
углы. Тогко видеть, что АД 4В0— д СРА; в самом деле, у них 
сторона АС общая, затем по построению 4АВ== СР и, кроме того, 
Д1=/ 5, так как АВ || СЪ, т.-е.2 стороны п угол между ними 
одного треугольника равны соответственно двум сторонам и углу 
между ними другого, а мы знаем (п? 47), что в этом случае тре- 
угольники равны. Отсюда заключаем, что / 3= / 4, а так как эти 
углы суть впутренипе накрест-лежащие при прямых СВ и АРиее- 


Чер. 61. 
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кущей СА, то СВ|| АП; кроме того, из равенства же треуголь- 
Яков имеем СВ- АД. Теперь выяснено, что АВОСЬ весть па- 
раллелограмм. Этот результат можно выразить словами: 

Если в 4-угольнике, выделяющем из плоскости 
определенную ее часть, две стороны равны и 
параллельны, то и другие две равны и парал- 
лельны, и этот 4-угольник есть параллелограмм. 

56. Изучение диагоналей параллелограмма. Уже 
было замечено, что в параллелограмме возможно построить две 
диагонали. Пусть построен па- 
раялелограмм АБВСР (чер. 62) и 
его диагонали АСи ВР. Мы уже 
знаем, чго противоположные сто- 
роны параллелограмма равны, 
т.-е. .1.В — СДи АД— БС. Вос- 
иользуемся этим и найдем равные Чер. 62. 
треугольники. 

Нетрудно увидать, что А .40В-— ДА СОР. В самом деле, мы 
знаем, что АВ_—СЛО); затем, пронумеровав углы, найдем, что 
1—3, как внутренние накрест-лежацие при параллель- 
ных АБи СЛ и секущей АС, и также /2=/ 4, как впу- 
тренние пакреет-лежащие при параллельных АР и СП и секу- 
щей ВО, т.-е. два угла и сторона между ними одного треуголь- 
ника равны соответственно двум углам и стороне между ними 
другого, а такие треугольпики, как знаем (п? 47), равны. Также 
можно найти равенство А 0ВС и АО. Из равенства, треуголь- 
ников ОАВ и ОСЛ следует, что 04==00 (против равных углов 
8 н4) и ВО— Ол (против раввых углов 1 и 3), т.-е. диагонали 
в точке О разделили друг друга на 2 равных отрезка или поно- 
лам. Этот результат можно выразить словами: 

Днагоналин параллелограмма делят друг хрута 
пополам. 

Точка О, в которой АС и ВД делятся пополам, зазывается 
середнною отрезка АС и серединою отрезка ВО. 

57. При помощи построения параллелограмма мы можем 
теперь каждый данный отрезок разделить пополам, 
или, другими словами, найтн середину этого от- 
резка. 
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Пусть дан отрезок АВ (чер. 63); требуется найти ого сере- 
дину. Примем АВ за одну из диагоналей параллелограмма, кото- 
рый и надо построить для решения задачи. Такая залача была, 
уже предложена (зад. 6 п? 54); дадим здесь ее решение. Прежде 
всего мы замечаем, что у нас уже имеютея две противонолож- 
ных вершины искомого параллелограмма А ин В, — другие лве 
вершины должны лежаль где-либо но разные стороны прямой А В. 
Так как сторопы параллелограмма нам не даны, то мы можем 
взять произвольный отрезок, которому должна равняться каждая 
из одной пары параллельных сторон па- 
раллелограмма, и радиусом, равпым этому 
отрезку, опишем луту Г, принимая за центр 
точку 4, и лугу П, принимая за центр 
точку ВБ. Также, выбрав произвольный 
отрезок для другой пары сторон парал- 
лехограмма (впрочем, оси должен быть 
больше разностн между первым отрез- 
ком и днагональо АБВ ин меньше нх 
суммы, — иначе окружности не пересе- 
кутся, см. п? 25), мы раднусами, раз- 
ными этому отрезку, опишем дугу Ш, 
принимая В за центр, и дугу [У, при- 
нималя А за центр, — точка ('’, гще пересекаются дуги Ги Ш, и 
точка Г), гле пересекаются дуги ПИ н Т\, должны служить дру- 
гими двумя вершинами параллелограмма. Соединив их прямыми © 
точками 4 и ВБ, получим искомый параллелограмм, днагональюо 
которого служит данный отрезок АЛ. Ясно, что таких параллело- 
граммов можно построить бесчисленное множество, так как вы- 
бор стороп АС и ВО завнент от нае. 

Нам важна вторая дпагональ этого построенного параллело- 
грамма, диагональ ('22; построив ее, мы, па основанти предыду- 
ого пб, можем утверждать, что задача решена, что точка О, 
гле СД пересекается с АВ, есть середвна АБ. 

Заметим, что нет надобности строить стороны параллело- 
грамма АС, СВ, ВП и БА, —нужно лишь построить его вторую 
диагональ СТ. - 

58. Задача. Постронть параллелограмм во его диагоналям и 
одной стороне. 


Пусть дапы отрезки а, 6 ис (чер. 64); требуется построить 
Факой параллелограмм, чтобы отрезки а и Белужили его диагона- 
лями и отрезок е одною из его сторон. 

Чтобы разобралься в этой зазаче, начертим (хотя бы от руки) 
параллелограмм и будем считать, что его днагонали и одна из 
сторон (напр., отмеченная на чертеже черточкою) нам известны. 
Зная свойство диагоналей (0° 56), мы придем к заключепио, что 
мы можем построить А ЛОБ, в котором нам вее три стороны 
известны: АБ данная, АО и ОВ суть половины давных диаго- 
иалей. Поэтому построение должно быть выполнено в таком по- 
рядке: 1) надо, согласно п® 57, разделить пополам каждую из 
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данных диагоналей а ив, 2) построить Д, у которого сторонами 
служат найденные половины днагоналей и данная сторона парал- 
лелограмма с (п° 38) и 3) хополничь построенный треугольник 
до параллелограмма, для чего надо продолжить его 2 сторовы, 
которые являются половпнами данных диагоналей, отложить на 
прололжениях опять половины диагопалей и концы этих отрез- 
ков соединить с концами стороны с. 

Ипогда данные могут быть таковы, что задача невозможна, — 
это можно узнать прн выполненни 2-го построения. 

59. Можно ускорить решение задачи деления данного отрезка 
пополам, для чего следует описывать дуги из концов данного 
отрезка не различными, а одинаковыми радиусами. 

Пусть требуется отрезок АВ (чер. 65) разделить пополам; 
для этого, принимая последовательно точки -Р и В за центры, 
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постронм две окружности Г и П одинаковыми раднусами и их 
точки пересечения С п Л соединим прямою, — точка О, где (2) 
пересекает 4В, и явится сорединою отрезка АВ. Можно, ко- 
печно, строить не полные окружности, а лншь их дуги, доета- 
точные для определения положения точек С и Ш. Лля того, 
чтобы эти окружности пересеклись, исобходимо, чтобы их общиай 
радиус был больше половины отрезка АВ. 

Если постронть самый параллелограмм, то увидим, что все его 
стороны равны между собою: АС—=ОВ—= ВОО. так как 
окружности описывались одинаковыми ралиусами. Следовательно, 
здесь мы построили особый параллелограмым, все стороны 
которого равны между собою, — такой параллелограмм 
называотся ромбом. 

Упражнение. Разделить данный отрезок па 4. на Вит дл равных 
частей. 

60. Изучение ромба. Для того, чтобы параллелограмм обра- 
тнлся в ромб, достаточно, чтобы две его соседних стороны бызн 
равпы. Если, напр. построен параллелограмм АВС (чер. 66) 

так, что АВ— БС, то, на основании свойств 
5 сторон параллелограмма, имеем Ср—= АВ 
и АР— ВО, откуда следует, что АВ— 
—= ВС(=0ОВ-==БА, г.-е., что этот паралле- 
лотрамм есть ромб. 
Упражнения. 1. Стровть разапчные ромбы на 
7.) [9 С данной стороне. 
2. Строить различные ромбы на данном угле. 
8. Построять ромб по данной его стороне и 
углу. 
4. Строить различные рочбы на данной яи- 
агонали. 
5. Построить ромб по его стороне п диагонали. 
2 То обстоятельство, что ромб ость особе::- 
Чер. 66. ный параллелограмм (параллелограмм с рав- 
ными сторонами), дает основание думать, 
что эта особенность должна, отразиться и на других частях ромба. 
Оказывается, что она отражается на его диагоналях. 

Пуеть построен ромб АВСХ (чер. 66) и его диагонали АС 
н ВР. Тогда прежде всего мы уже знаем, что каждая диагональ 
делится в точке О попалам, так как ромб есть тоже параллело- 


— 59 — 


грамм (п’56). Теперь надо воспользоваться особенностью ромба: 
в ромбе все стороны равны, но мы уже знаем, что в параллело- 
грамме противоположные стороны равны, и мы этим воспользо- 
вались в п`56, где нашли, что, благодаря этому, точка О есть 
середипа каждой диагонали; теперь, следовательно, надо обратить 
® внимание на равенство двух соседних сторон, т.-е., напр., на, 
равенство 4 — ВС; возникает мысль: не повлечет ли это ра- 
венство за собою следствием равенство двух треугольников, ето- 
ронами которых служат АБВ и ВС, т-е. д АОВи А ВОС? 
Рассмотрим эти треугольники: у них 1) сторона ВО общая, 
2) АВ= ВО, как стороны ромба, и 3) 40— ОС, так как точка 0 
есть середина диагонали С. Мы знаем, что если три стороны 
одного треугольника равны соответственно трем сторонам другого, 
то такне треугольники равны; следовательно, Л 40ОВ = А ОВС. 
Отсюда следует: 1) ДХ АВО— ДОВОС (эти углы расположены 
против равных сторон ОЛ и ОС) и?) / 40Б=/ ВОС (против 
равных сторон Ви ВС). Первое равенство углов указывает, 
что / АВС ромба разделен днагоналыо ВЛ на два равных угла. 
Если бы мы рассмотрели треугольники ОБС и ОСТ, то также 
нашлн бы, что / ВСП ромба делится диагональю (СА на два 
равных угла; то же можно получить и про остальные два угла. 
Поэтому ниеем первое свойство дизгоналей ромба: 
1) Дпагонали ромба делят его углы пополам. 
Рассматривая 2-е из найщенных равенств, т.-е. равенство 
Д40В—= ВОС, видим, что здесь выпрямленный угол 40С 
делится также диагональю ВЛ попалам; не трудно также увидать, 
что все 4 угла при точке О равны между собою, т.-е. / АОВ— 
—=/ ВОС= / СОР— / БОА (это можно увидаль, напр., из 
того, что Д АОР=/ ВОС, как вертикальные, и по той же 
причине Х СОр= Х ВОА, — следовательно, все 4 угла равпы 
между собою), причем каждый из ннх получилея от разделения 
па две равных части выпрямленного угла (напр., / СОР полу- 
чплея от разделения на 2 равных части выпрямленного угла ВОР 
ит  д.). Принято называть углы, получающиеся от разделения 
выпрямленного угла на две равных части, прямыми углами; слехо- 
валельно, у нас получились прямые углы: / АОВ, / ВОС, / СОБ 
и / 004. Коротко выражают ту же мысль словами: прямым 
углом называется половина выпрямленного угла. 
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Вот необходимые пам свойства прямых углов: 

а) Все прямые углы равны между собою. 

Это следует из того, что все выпоямленные углы равны между 
собою, а, следовательно, н их половины (прямые углы) тоже 
равны. 

Ь) Если один из четырех углов, образуемых 
двумя пересоскающимнся прямыу%, прямой, то п 
остальные три угла прямые. 

В самом деле, еслп при точке пересечения прямых аи В 
(чер. 67) получились углы 1, 2, Зи 4, из которых, напр., Д.11 
прямой, тои Д 2 прямой, так как ДТи Д. 2 вместе составляют 


ь 


Чер. 67. Чер. 68. 


выпрямлевный угол, но Д 3—1, как вертикальные, следова- 
тельно, и /_3 прямой, так жен Д 4 прямой, потому что он ра- 
вов / 2. 

Аве прямые линии, которые, пересекаясь, обра- 
зуют прямые углы, называются перпендикуляр- 
ными прямыми (ипогла взаимно-перпендикулярными). 

Поэтому второе свойство диагоналей ромба можно выразить в 
такой форме: 

2) Дкагонали ромба взаимно перпендикулярны. 

61. Пользуясь первым свойством днагоналей ромба, мы мо- 
жем всякий данный угол разделить пополам: 

Пусть дан / Л (чер. 68); требуется разделить ого пополам. 
Для этого придется построить такой ромб, чтобы ДА был его 
углом и постронть диагональ этого ромба чрез точку А. 

Отложим на сторонах угла А два равных (но произвольных) 
отрезка 48— АС; тогда у нае будут построены 3 вершины 
ромба А, Би С, четвертая же вершина должна лежать где-то 


_ = 4 
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внутрн угла А. Затем, принимая последовательно точки Ви С 
за центры, построим круги (пли только их дуги, достаточные для 
определения Четвертой вершины ромба) радиусами, равными 
отрезкам АВ в 4С; точка пересечения этих кругов, точка Г, 
расположенная впутри угла М, и дает нам четвертую вершину 
ромба. Соедишив ее с В и С прямыми (впрочем, для деления 
угла пополам это лишнее, и на первый раз пужно лишь для того, 
чтобы увидать, что получился ромб), получим ромб АВОС; по- 
стронв его диагональ АР, разделим угол А на два равных угла 
на / ВАД и Д РАС. 

Лут, делящий угол пополам, называется биссектором этого 
угла; АР сеть биссектор угла ВАС (чер. 68). 

Яено, что всякий угол можег быть вышеописанным способом 
разделен пополам, или у всякого угла есть биссектор. 

Если вообразить, что построенный биссектор АД угла ВАС 
вращается около вершины угла А в ту или другую сторону, то 
равенство углов ВАЛ и ДАС нарушается: один угол увеличи- 
вается, а другой уменьшается. Поэтому: 


Всякий угол может быть разделен пополам лишь 
одним способом. 


Или: 


У всякого угла имеется лншь один биссертор. 


62. Упражнения. 1. Построить ромб по его углу и дпагопади, проходя- 
щей через вершину этого угла. 

Надо построить данный угол, его биссектор, на нем отложить дан- 
ную дпагональ н чрез конец ее построать прямяе, параллельные сторо- 
нам угла. 

2. Построить четыреугольник по его двум противоположным углам 
и По диагонали, соединяющей вершины этах углов, причем четыре- 
угольник должен быть сныметричным относительно данной диагонали. 

Как располагается другая дпагональ этого че. .зреугольника относн- 
тельно данной? - 

3. Равделить данный угол на 4, на 8 и т. д. равных частей. 

4. Построять биссекторы двух смежных углов. Показать, что онп 
перпендикулярны между собою. 


63. Задача. Построить на данной прямой при данной ее 
точке прямой угол. 
Раз мы умосем строить ромб, то мы умеем, вообще говоря, 
стронть прямые углы, так как диагонали ромба образуют прямые 
5 
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углы. Для решения задачи этого п’ падо расположить ромб таж, 
чтобы точка пересечения его диагоналей совпала © данною точ- 
кою А (чер. 69) и одна диагональ шла по данной прямой АВ. 
Для этого от точки 4 в обе стороны отложим на данной прямой 
равные (но произвольные) отрезки АС— АР: тогда точки Сир 
можно принять за две вершины ромба. 
Для построения двух других вершин 
надо, припимая последовательно точки 
Си Лза центры, построить‘ яве окруж- 
пости (нли их дуги, достаточные для 
получения точек пересечения) одним 
п тем же ралнусом, большим, чем от- 
резок АС (иначе окружности не пе- 
ресекутея). Соединив прямыми точки 
пересечения наших окружностей Ан 
Г с точкамн Си 0, получим ромб 
СКЛГ; его диагональ АГ должиа 
пройти чрез середину диагонали СД), т.-е. чрез точку Д; по- 
строив эту диагональ АГ, получим 4 прямых угла (п°60). 

Важно ускорить и упростить это построение: 

1) Нет надобности строить сторон ромба, 3) можно построить *^ 
лишь одну точку пересечения окружностей, напр., точку К, и 
тогда, построив отрезок К, получим два прямых угла; еели его 
продолжить, то получим еще два прямых угла. На чертеже 
изображены пунктиром те линии, построение которых излишне. 

64. Задача. Построить паралле- 
лограмм е прямым углом. \2 

Строим произвольную прямую АВ 4 
ивыбираем на ней произвольную точку 
А (чер. 70), при которой строим (п°63) 
прямой угол; на стороне АС этого 
прямого угла выбираем произвольную 5, 
точку С и на прямой АВ точку Е. Пер. 70. 

Затем, припимая последовательно точки 

С и Еза центры, строим две окружности (или дуги): первую 
(центр С) радиусом, равным отрезку АЕ, н вторую (центр 2) ра- 
диусом, равным отрезку АС‘; точка пересечения этих окружностей. 
точка Г), лежащая по ту же сторону прямой АБ, как и точка (` 


Чер. 69. 


н должна саужлть четвертою гершипою этого параллелограмма. 
Построив, наконец, прямые СО и ДЕ, получим некомый паралле- 
лограмм АСЛЕ, у которого /. А прямой (сравнить это построение 
с 0953). . 

Рассмотрим остальные углы этого параллелограмма: 1) мы 
зпаем, что / О—/ А, как противоположные углы параллело- 
грамма (0551), слеховалельно, угол Д тоже прямой; 2) затем 

в знаем, что / С--Д А==выпримлеяному углу, как соседние углы 
параллелограмма (1951, 1), по ДА прямой, т.-е. равен половине 
выпрямленного угла, следовательно, и / С равен половине вы- 
прямленного, т.-е. тоже есть прямой угол, зем /Е= Си, 
следовательно, / Е тоже прямой. Итак, оказалось’ 

Если в параллелограмыме один угол прямой, топ 
остальные углы примые. 

Такой параллелограмм с прямыми углами называется прямо- 
угольником. 

55. Так как прямоугольник есть особенный параллелограмм, 
то эта особенность должна отразиться, как п в ромбе, па его 
диагоналях. 

Пусть построен прямоугольник АБСР (чер. 11) и построены 
его диагонали АС и ВО. Конечно, осповное свойство диагоналей 
параллелограмма остаотсл и здесь; 
диагонали целят друг друга пополам. 
Но нам падо открыть какую-лнбо 0со- 
бениость диагоналей, зависящую от 
того, что теперь у нашего паралле- 
лограмма все углы прямые. Рассмотрим Чер. 71. 
пару треугольшков, в каждый из 
которых входил бы один из прямых углов, и важно, чтобы вхо- 
дили два соседних прямых угла, напр. (Аи /Д (собедние 
углы ведь вообще в параллелограмме не равны, а противополож- 
ные всегда равны). Такими треугольниками являются ^ АВО 
(ДА прямой) и АЛ@р (Г прямой). У этнх треугольников 
сторона АЛ общая, затем стороца 48 первого равна стороне СД 
второго и между нйми равные углы, так как мы знаем, что пря- 
мые углы равпы между собою (1960, а). Следовалельно, две сто- 
роны (1) и АВ) и угол между ними (прямой Д.41) одного тре- 
угольника равны соответственно двум сторопам (.10 и СР) н 
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углу между ними (прлмой ХЛ) другого треугольника, а мы 
знаем, что такие треугольники равны. Отсюда выводим, что 
АС= ВХ, т.-е. оказывается, что днагопали равны между собою. 


Итак: 
Диагонали прямоугольника равны между собою. 


66. Наконец, можно постронть такой прямоугольник, чтобы у 
него все стороны были равны (построение ясно: стропм прямой 
угол Л (чер. 12) и на его сторопах откладываем равные отрезки 

АВ— АР, затем обычным приемом находим 

В с четвертую вершину С). Такой параллелограмм 

является в одно и то же время и прямо- 

угольником (у него вее углы прямые, так 

как один угол прямой) и ромбом (у него вес 

сторопы равны, так как две соседних 

равны), — он называется квадратом. Его 

в 2? диагонали должны обладать свойствами 

Чер. 78. диагоналей и параллелограмма, и ромба, и 
прямоугольника, т.-е.: 


Лиагонали квадрата взаимно делятся пополам, 
делят углы квадрата пополам и взаимно перненхн- 
кулярны и, наконец, равны между собою. 

67. Упражнения. 1. Построить прямоугольник по его сторонам. 

2. Построить прямоугольник по диагонали и одной из его сторон. 


3. Построить квадрат по его сторове. 
4. Построить квадрат по его диагонали. 


ГЛАВА УЕ 


Перпендикулярность прямых. Прямоугольные треугольники. 


68. В по63 мы научились стропть прямой угол. Так как две 
прямые, составляющие ирямые углы, пазываются перцендикуляр- 
ными друг другу (0960), то построение п?63 можно выразить сло- 


вами иначе: мы можем построить прямую, перпендикуляратю 1. 
занной. 


ое ое моеа вы 


Мы теперь должны эту общую задачу разобрать похробнее п 
прежде всего разделим ее на две отдельных задачи: 

1) Дана прямая н точка на ней, построить чрез данную точку 
перпендикуляр к данной прямой. (Можно ли и сколько?). 

2) Дана прямая и точка вне се; построить чрез данную точку 
перпендикуляр к данной прямой. (Можно ли и сколько?). 

В скобках указаны то вопросы, которые должны быть выяснены 

в при выполнении постросний. 

69. 1-я задача. Дана прямая и точка на ней; построить чрез 
данпую точку периенликуляр к данной прямой. 

Здесь остается повторить то построение, какое было дано 
в 1763, 

Пусть дана прямая АБ ин точка С из ней (чер. 73), построить 
чрез С перпендикуляр к АВ. 

От точки С откладывзем по АВ в разные стороны два про- 
извольных, по равных отрезка С7) = СЁ и затем, принимая по- 
следовательно точки Ри Е за 
центры, стропм две окружности /1 
(или две дуги, достаточиые для 
нахождения одной точки пересе- | 
чения окружностей) одинаковыми 
радиусамв, большими, чем отре- 
зов СТ. Точку пересечения Г Я 9 ё 8 
этих окружностей соединяем с С; Чер. 73. 
тогда ЛЕС и есть искомый пер- 
пендикуляр, так как ГС есть половина диагонали ромба, 3 вер- 
шнны которого суть О, Еи ЛЕ. 

Слово „перпендпкуляр“ пишут для сокращения знаком _]_; мы 
поетронли 

СИТ АВ 
(СМ перпендикуляр вк 4Ъ). 

Итак, выполнив это построенне, мы можем призпать, что 
трез всякую точку, данную на прямой, можно по- 
строить к ней перпендикуляр (говорят ипогда: восста- 
вить перпендикуляр к данной прямой). Остается еще вопрос: 
сколько? 

Если луч СМ повернуть около точки С в ту пли другую 
сторону, то повые углы, составляемые этим лучом с прямою АВ, 
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уже не булут прямыми: полтому заключаем, что возможно 
построить чрез точку прямой линии к этой прямой 
лишь один перпендикуляр. 

70. 2-я задача. Дана прямая и точка впе ее; построить 
чрез данпую точку пернендикуляр к данной прямой. 

Пусть дана прямая АВ и точка С вне ее (чер. 74); требуется 
чрез С построить периендикуляр к АВ. 

Задама сводится к построению такого ромба, чтобы его одна 
вершина расположилась в точке С и одна его диагональ шла по 
прямой А}. Для построения такого ромба опишем, принимая ( 
за центр, окружность (или дугу), выбрав ее раднуе столь боль- 
шим, чтобы эта окружность пересекалась с прямою АВ; пусть 
опа пересечет прямую АВ в точках Ди Е. Тогда булут найдены 
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еще две вершины ромба. Затем, принимая последовательно за 
центры точки Ви Е, построим два круга (пли две дуги) тем же 
самым радиусом и найдем точку их пересечения, расположенную 
по другую сторону от прямой 4БВ сравнительно с точкою (’ 
пусть эта точка есть Ё. Тогда все 4 вершины ромба найдены; 
остается построить его диагональ СЁ, она, как мы знаем, п будет 
перпендикулярна к АВ, т.-е. СЕ] АБ или СМ _] АВ. 

Стороны ромба РО, СЕ, ЕЕ и ЕР нет надобностн строить. 

Выполнив указанное построение, мы должны признать, что 
из ВСЯКОЙ ТОЧКИ, ДАан„ной вне прямой, мы можем 
постронть перпендикуляр к данной прямой (говорят 
иногда: опустить перпендикуляр на данную прямую) Остается 
еще вопрое: сколько? . 

Для решения этого вопроса хопустим, что чрез точку С 
(чер. 75) построено: 1) СР 1 АВ и?) СЕ] 46. Тогда Х СОР 
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плн /1и/ СЕВ али / 3 оба должны быть прямыми и, следов., 
равны между собою. Но / СЕВ есть внешний угол для А СОЕ, 
& мы знаем (п?49), что ввешний угол треугольника должен быть 
больше внутреннего с ним несмежного. Это противоречие пока- 
зывает, что наше допущение не верно, т.-е. нельзя построить 
чрез точку С двух перпендикуляров к прямой АВ. Итак: 

Чрез точку, данную вне прямой, можно по- 
строить только один перпендикуляр к этой прямой. 

Замечание. Если, как мы получили в этом п’, ОР | АБ 
(чер. 74), то, очевидно, и АВ | СЕ. 

71. Построим какой-либо ЛД АВС (чер. 76) и из каждой его 
вершины опустим перпендикуляр на противоположную сторону 
(здесь под именем сторона треугольника надо понимать бесконеч- 
ную прямую). Каждый из этих перпендикуляров называется 
высотою треугольника. Следовательно, наша задача может 
быть выражена так: построить высоты треугольнека. Еели мы 
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выполним построение перпенцикуляров с возможною тщатель- 
ностью, то в результате увидим, что, повидимому, все три высоты 
пересекаются в одной точке Н, впоследствии мы выясним, что 
это свойство высот обязательно для всякого треугольника. 

При построенин высот может быть три случая: 1) все три 
высоты идут внутри треугольника, (чер. 76); 2) две высоты ВЕ 
и АР располагаются вне треугольника и общая точка Н пере- 
сечения всех трех выеот лежит впе треугольника (чер. 17) и 
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3) две высоты сливаются со сторонами треугольника (чер. 18), 
где ВА | АСи СА | АБ. 

72. Для разбора вышеописанных трех случаев расположения 
высот уеловимся в обозначениях и названиях. 

Прямой угол обозначают буквою 4; тогда выпрямленный угол 
равен 24, так как прямой угол ееть половина выпрямленного 
угла. Еели какой-либо угол больше прямого 
угла, то он называется тупым углом, а 
угол, меньший прямого угла, называетел 
острым. Если / ВАС (чер. 79) прямой, 
т.-е., если / ВАС—а, то Х/ ФАС ав, 
следов., тупой, а ДХ ЕАС«@ и, следов., 
0 острый. 

Мы знаем (п°37), что сумма внутренних 
углов треугольника равна выпрямленному 

Чер. 78. углу; теперь мы то же можем выразить, 
сказав, что сумма внутренних углов 
треугольника— 24 (или двум прямым углам). 

Ясно, что 3-й случай расположения высот в треугольнике, 
когда две его высоты сливаются со сторонами (чер. 18), имеет 
место, если / ВАС треугольника прямой (/ ВАС—@); такой 
треугольник © прямым углом назы- 
вается прямоугольным. Так как р 7: 
сумма всех углов треугольника — 24, _ 
а в этом случае / А прямой, или — 4, ы 
то два другие угла (Вин /Ов 
сумме составляют тоже прямой угол, 

& следовательно каждый из них в 0т- —_с 
дельности меньше прямого, или, другими Чер. 78. 

словами, каждый из них острый угол. 

‹ Нетрудно теперь различить и два остальных случая: случай, 
данный на чер. 76, имеет мсето тогда, когда все 3 угла в тре- 
угольнике острые, & случай, данный на чер. 77, имеет место 
тогда, когда один из внутренних углов (па чер. 77 / ВСА) тупой. 

Ясно также, что если в треугольнике одип угол туной (или>а). 
то сумма двух других углов должна быть < @, чтобы сумма веех 
трех углов была — 24, а еледовательно каждый из остальных двух 
углов должен быть острым. 
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73. Построим какой-либо прямоугольный треугольник АВС 
(чер. 80), и пусть / 4—4. Тогда сторона ВС этого треуголь- 
пика, лежащая против прямого угла, носит пазванне гипоте- 
пуза, а остальные две стороны .4В и АС (составляющие прямой 
угол) называются катетами. 

74. Признаки равенства, найденные нами для треугольников 
вообще, упрощаются для прямоугольных треугольников. Кроме 
того, для прямоугольных треугольников можно составить еще 
3 особых признака. Тогда, будем иметь: 

1-й признак. Еели два катета одного прямоуголь- 
ного треугольника соответственно равны двум 
катетам другого, то эти прямоугольные треуголь- 
ники равны. 

В самом деле это тот же самый признак, знакомый нам: если 
3 стороны и угол между ними одного треугольника разны соот- 
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ветственно двум сторонам и углу между нимн другого, то тре- 
угольники равры. Теперь про углы не говорится потому, что 
между катетамн расположены прямые углы, а они всегда равны 
(на чер. 81). / А=/ А', как прямые, и достаточно для равен- 
ствь Д АВСи АА’ЬС' знать, что АВ—=А'В' и АС А’). 

2-5 признак. Если катет и прилежащий острый 
угол одного прямоугольного треугольника соот- 
ветственно равны катету и прилежащему острому 
углу другого, то эти прямоугольные треуголь- 
ники равны. 

Это опять-таки знакомый нам признак: если 2 угла и сторона 
между ними одного треугольника соответственно равны двум 
углам и стороне между ними другого треугольника, то эти тре- 
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угольники равпы. Теперь про равенство углов, прилегающих к 
равным катетам у другого конца каждого, не говорится, так как 
эти углы прямые, а они всегда равны (на чер. 81, где Дн 
ХА’ прямые, достаточно для равенства треугольников знать, что 
АВ—=АВи И В=И РВ). 

Можно вместо прилежащих углов к катетам взять углы, про- 
тнволежащие этим катетам: если /. С==/ С’, тои Х В—=ИВ, 
так как / ВЕ С—=ай ВИС =—а. 

Признак равенства треугольников по трем равным сторонам 
здесь нет нужды применять: мы уже знаем, что для равенства 
прямоугольных треугольников достаточно знать равенство двух 
сторон, а именно двух катетов (1-й признак). 

3-й признак. Еели гипотенуза п острый угол 
одного треугольника соответственно равны гипо- 
тенузе п острому углу другого, то эти прямоуголь- 
пые треугольники равны. 

Этот призпаз является следствием общего признака: еели 
2 угла и сторона между ними одного троугольника соответственно 
равны двум углам и стороне между ними другого, то эти тре- 

угольники равны. В самом деле, 

пусть имеем 3 прямоугольных 

треугольника АВС и АБ’С 

(чер. 81), У которых ВС— В'С 

и{ С—0'. Так как мы знаем, 

что / В-- / С—@ (сумма всех 

[-: г. > в у. трех внутрениих углов ДА АВС= 

—23а, по / А=ч, следов., /В-- 

Чер. 82. +0с=9 п ДВД С-: 

(пбо Х 4'-=4), а нам известно, 

чт0 Д/ С=Д С, то отсюда приходим к заключению, что /_ В = 

-= ДВ’ и тогда сторона ВОС и два прилегающих к ней угла 

Си [В одного треугольника равпы соответственно стороне 

В'’С' и двум прилегающим к ней углам другого ДСп ДВ’, а 
мы знаем, что в этом случае АД АБО А А'Б'С". 

4-й признак. Если гипотенуза н катет одного 
прямоугольного треугольника равны соответственно 
гипотенузе и катету другого, то такие прямо- 
угольные треугольники равны. 


я’ 
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Этот признак удобнее всего выяснить следующим образом. 
Пусть пмеем 2 прямоугольных треугольника АБС и А'Б’С 
(чер. 82), причем / В—4и / В'—4, у которых А0—= А’ 
и АВ—А'В'. Приложим ДА'В’С' к ДАБОС так, чтобы у них 
совпали равные катеты, т.-е. А’В" совнал бы с АВ, и сами тре- 
угольники расположились бы по разные стороны от прямой АВ, 
для этого иногда (напр., в случае, данном на чертеже) придется 
А А’Б’'С' перевернуть другою стороною. Тогда сторона В’'С 
должпа пойти по такому направлепию ВС", чтобы / АВС" ока- 
залея прямым (ибо /_ В' —4), а, следов., / СВС" оказалея бы 
выпрямленным, т.-е. направление БС” должно быть продолжением 
стороны СВ. Если точка С’ попадет в точку ("', то, построив 
сторону АС”, получим А АВС’, 
равный А А’'В'С'. Так как СВО" 
есть прямая липия, то получим еще 2 р, 

А 400", у которого сторона АС 
— АС", потому что АС" есть гипо- 
тенуза А’С” треугольника А’'В’(", 


помещенного в положение .1ВС". — 
Следовательно, Л АСС” равнобе- с - В 
дренный, а в таком случае углы я 

при его оспованни равны, т.-е. Чер. 8. 


ДС ИС’ ия /О= ИС. Ока- 

залось, что у АД -18С и / А'В’С имеется еще по равному острому 
углу, & в таком случае, на основании предыдущего признака, мы 
можем заключить, 910 ^ АВС А А’В'С. 

75. Пуеть поетроепо: 1) Ср 1 АВи?2) СО’ | АВ (чер. 83); 
тогда, напр. /1=/ 2, так как объ они прямые. Но эти углы 
суть соответетвенные при прямых СД и (*’7', пересеченных се- 
кущею АВ, — следов., (Г || СТ”. 

Наоборот, пусть ноетроенно: 1) СР || (°О’ и 2) АВЕО 
(чер. 83); тогда АВ должна пересечь и прямую С’Р’ (п°32, 1, 
наир. в точке (". Легко увидим, что /2=— /1, так как эти 
углы соответетвенные при параллельных СР и С'Р’ и секущей 
АВ, но / 1—4, так как АВ | СО, — еледов., п Д 3—4, т.-е. 
АвВТЕСЬ. 

‚ Поэтому имеем 2 заключения: 
1) Два перисндихуляра & прямой параллельны. 


2) Прямая, пернепднкулярная к одной из парал- 
лельных, пернендикулярна и к другой. 


75. Упражиеныя. 1. Построить прямоугольный А по катетам. 

3. Построить прамоугольный ДЛ по катету п одному пз острых 
углов. * 

3. Построить прямоугольный /\ по гопотенузе н острому углу. 

4. Построить нрямоугольный ДЛ по гипотенузе и катету. 

5. Постропть высоты параллелограмма. Указать среди ннх равные. 

6. Задачу «построить перпендикуляр к данной прямой чрез данную 
вне ее точку» можно решить следующим построением: на данной пря- 
мой берем ? произвольных точки А и В (чер. Е) п, принимая вх 
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последовательно за центры, ностроим дка круга радиусами АС и ВС, 
где С данная точка. Окончить это построение п выяснить его справед- 
иВОСТЬ. 

7. Разделить прямой угол на 8 равных части. 

Гретью часть прямого угла легко построить: каждый внутренной 

2) . 

угол равностороннего треугольник =, а его половина =. Наиболее 
удобное расположение построення следующее: принимая вершину А пря- 
мого угла за центр (чер. Е), стровм произвольным радвусом окружность: 
затем, принимая за центры точки С я В — точка пересеченвя построен- 
ной окружноств со сторонамв прямого угла — стропм тем же радпусом 
дуги, пересекающие построенную окружность в точках О и Е. Тогда 
ЛАЕВ п ААСО разносторонние, и луча АО и АЕ делят прямой ДА 
на 3 равных части. 


ГЛАВА УП. 
М ногоугольники. 


77. Нам уже приходилось строить четыреугольняки (п° 50). 

. Теперь расширим это построение. Пусть ханы 4 точки: 4, В, 
Си [(чер. 84 (1); построим всевозможные прямые, соединяю- 

® щие попарно этн 4 точки — мы полагаем, что никакне 3 из дан- 
ных точек не расположены на одной прямой. Таких прямых 


Чер. 84. 


можно вого построить 6 (из каждой точкн п трем остальным 
идут 3 прямых, так как точек 4, то всего прямых 3.4==12, ис 
каждая прямая здесь считалаеь два раза, напр., прямая АС: 
один раз мы ее считали идущею от „4 к С и другой раз — от 
Ск Л; поэтому различных прямых должно быть а 6). Полу- 
ченная фигура состоит из 4 точек и 6 соединяющих их попарпо 
прямых, — она называется полным четыреугольником. 
Кажлая из данных четырех точек называется его вершиною, 
& каждая входящая в его состав прямая — его стороною: у 
полного 4-угольника 4 вершины и 6 сторон. 

Если мы возьмем 5 точек (чер. 84— ИП), чтобы никакие 3 из 
них не лежали па одной прямой, и соединим пх попарно прямыми 
то получим полный э-угольник; у него 5 вершин и 10 сторон 
У полного 6-угольника 6 вершин п 15 сторон и т. д. 
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Наоборот, можно построить 4 прямых ч, В, си (ч6р. 85 —1) 
так, чтобы никакие три из них ие проходили чрез одну точку, 
н найти них точки пересечения. Предположим, что среди прямых 
а, 6, си 4 нет ни одной пары параллельных; тогда каждая пря- 
мая © тремя остальными пересекается в трех точках, а всего 
точек пересечения 3.4—12, но здесь каждая точка считалась 
2 раза: один раз, напр., от пересеченвя прямой а © прямой ВБ, а 
хругой раз от пересечения прямой 6 с прямой а; поэтому число 


4.3 
различных точек пересечения должно быть -5-—6. Полученная 


фигура, состоящая из 4 прямых и из 6 точек их пересечения, 
называется полным четырехсторонником; каждая пря- 
мая называется сего стороною и каждая точка — его вер- 
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шиною. У четырехсторонника 4 стороны п 6 вершин. Еели 
такое же построение выполнить с 5 прямыми, то получим пол- 
ный пятисторонник (чер. 85— И). У ного, есля положам, 
что ереди 5 прямых нет ни одной пары параллельных, 5 сторон 
п 10 вершин. У полного шестисторонника (с тою же оговоркою 
относительно прямых) 6 сторон и 15 вершин и т. д. \ 

78. Возьмем опять несколько точех и соедвним их попарно 
прямыми, но не каждую с каждой, а, наметив предварительно их 
порядок, каждую с последующей (последнюю опять с первой). 
Построеяная таким образом фигура носит пазвание; простой 
многоугольник — на чер. 86 даны изображения простых 
5-угольника п б-угольника. 


Порядок взятых точек па чертеже обозначеи цифрами: здесь 
надо, чтобы три соседних точки не лежали на одной прямой. 
Казждая точка, входящая в состав простого многоугольника, назы- 
васчся его вершиною и каждая прямая — его стороною (мы можем 
здесь, как это было и в треугольнике, понимать под этим именем 
лишь отрезок прямой, соелиняющий две еоседних вернииы много- 
угольника). Не трудно увидать, что в простом многоугольнико 
столько же сторон, сколько и вершин. Еслн соединить прямою 
две несоседних вершины, то полученная прямая (пли ее отрезок, 
взключенный между взятыми вершинами) пазывается диагональю 
этого многоугольника. На чер. 56 (Т) построено пунктиром 5 диа- 


Чер. 56. 


гоназей простого пятиугольника. В простом шестиугольнике можно 
построить 9 диагоналей (на чер. 86 —П оны пе построены). Так 
как У простого многоугольника стороп етолько же, сколько и 
вершин, то их можно еще называть простыми — многосто- 
ронниками (простой пятисторонник и т. п.). На чер. 87 и 83 
даны еще различные виды простых многоугольшаков. 

79. В курсе элементарной геометрии рассматривают только 
простые многоугольникя, & потому их частно называют одним 
словом многоугольникн. При построепин простых митого- 
угольников могут быть два случая: 1) стороны многоугольника, 
понимая под этим именем отрезкя прямых между двумя верши- 
нами, пересекают друг друга (см. чер. 86) и 2) не пересекают 
'руг друга (чер. 57 и 8$). Между этими двумя случаями суще- 
‘твенная разница. В то время, как во втором случае мы видим, что 
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многоугольник выделяет из плоскости ее определенную часть, 
которая называется площадью этого многоугольника, в первом 
случае мы видим, что там выделяется несколько частей — осо- 
бенно это заметно на чер. 86, П,— причем можно выделить 


5 


Чер. 87. 


даже иногда такие две части, что одна из них частию иаложена 
на другую; здесь, следовательно, мы не видим сразу площадь, 
отраничиваемую этим многоугольником. Поэтому мы будем пазы- 
вать многоугольники, подходящие под второй случай (чер. 87 и 85), 


? 


> 


ро 


Чер. 88. и < й 


имеющими илощадь н мпогоугольники, подходящие пол 
первый случай (чер. 86) —не имеющими площади (их еще 
называют звездчатыми). 

Слелует заметить, что, сделав несколько условий, позволя- 
ющих части плоскости считать то положительными, то отрица- 
тельными, можно считать, что всякий многоугольник имеет площадь. 
Вопрос о площали звездчатых мпогоугольников не входит в курс 
элементарной геометрии, 


— 


Часто еще рассматривают так называемый периметр мпог- 
угольника; этим именем называлот сумму вссх сторон мпогоугольника. 
80. В элементарной геометрия почти исилючительно раесмат- 
ривалотся многоугольпики, имеющие площадь. При каждой вершине 
такого многоугольника получаются углы, по 4 угла при каждой, 
если нод сторонами многоугольника понимать бесконечные прямые 
(вапр., см. углы при вершине 4 пятиугольника Т чер. 88). Один 
из этих углов, внутренняя область которого захватывает площадь 
многоугольника, называется внутренним; при каждой вершине 
8 мпогоугольпика получается по одному внутреннему углу (на 
чер. 87 и 88 внутренние углы отмечены хугамн). 

Здесь оцять возникает разделение многоугольников, имеющих 


Чер. 89. 


площадь, на два класса: 1) каждый внутренний угол многоуголь- 
ника меньше выпрямленного угла, — такие многоугольники иазы- 
ваются выпуклыми (чер. 88); 2} может случитьея, что один 
или несколько внутренних углов больше выпрямлениого (на чер. 87 
углы при вершинах 4 в обоих многоугольниках), — такие много“ 
угольники пазываютея невыпуклыми. 

Выпуклый многоугольник обладает свойством, что все его 
вершины расположены по одну еторону от каждой сго стороны 
(понимая под этим именем бесконечиую прямую). Невыпуклый 
многоугольник этим свойством не обладает. 

В дальнейшем нам придется иметь дело, главным образом, с 
выпуклыми многоугольциками. 

81. Первою напюю задачею о многоугольниках явится нахо- 
ждение суммы внутрениях углов многоугольника. 

Если мы возьмем какой-либо четыреугольник, имеющий пло- 
щадь [чер. 89, Е (&) или 1 (5)], и построим одну из его диаго- 


6 


— 78 — 


налей —в случае Т (а) безразлично какую, & в случае Г (Ъ), ту, 
которая расположена на площади этого 4-угольпика (внутри его), 
то получим 2 треугольника. Сумма внутренних углов каждого 
треугольника == 24, следовательно, сумма внутренних углов 4-уголь- 
ника=24.2=44. Если возьмем какой-либо 5-угольник и по- 
строям две диагопали, идущие из одной его вершины (чер. 89, П), 
то получим $ треугольника; так как сумма внутренних углов 
треугольника —2й, то сумма внутренипх углов 5-угольника == 
—24.3--64; также для 6-угольника получим 4 треугольника и, 
следовательно, сумма его внутренних углов —24.4—84 и т. д- 
Если возьмем, напр., 11-утольник, то после построепия дизгопалей 
получим 9 треугольников. Сумма внутренних углов 11-угольника, == 
—24.9= 184. Вообще, если возьмем я-угольник, то после построе- 
ния диагоналей из одной его вершины получим (®— 2) треуголь- 
ников и, следовательно, сумма внутренних углов этого многоуголь- 
ника выразится формулою: 
24 (в — 2) 

где и выражает число сторон или вершин этого многоугольника. 

82. Вторым вопросом будет вопрос о сумме внешних углов 
мпогоугольника. Под названием „внешний угол“ можно понимать, 
как это мы уже и делали для треугольника, угол, составленный 
продолжением одной стороны мпогоугольника со следующею сторо- 
ною (ДБ /Нит. д. на чер. 90). Стапем илти по сторонам 
этого многоугольника, который 
будем считать выпуклым, напр., по 
направлению, указанному стрел- 
ками, и каждую из сторон продол- 
жать в том же направлении. Тогда, 
получим ряд внешних углов: 

Чер. 90. ХЪ (Пит. д. Рассмотрим спва- 
чала одну пару углов: внутрен- 
ний и внешний при обзчей вершине, напр., ДТ и ХС; тогль мы 
видим, что сумма их есть выпрямленный угол, т.-е. 
ИИ 24. 

Таьже найдем при другой вершиие: Д2-- / Ц=34 ит. д. 
Если положим, что всего вершин в многоугольнике было п, - 
таких пар углов также я, и следовательно: 

(Сумма впутр. углов) -- (сумма внешн. углов) =29. я. 


По мы знаем, что 
сумма внутренних углов = 34 (в — 9). 
Следовательно: 


Сумма внешних углов — 24а — {в — 8) = 
—24п — 24п -- 44 —=44 


# 


Ры сумма внешиих углов выпуклого миоогоуХголь- 


ника не зависит от числа сторон (пли вершин) 
этого многоугольника и всегда — 44. 


83. Добавлекне. Можно название «внешний угол» понимать п в дру- 
гом смысле. Пусть имеем какой-либо многоугольник (чер. 91), имеющий 
площадь, хотя бы и ве выпуклый. Тогда под внешним углом можно 
понимать угол, составленный сторонами много- 
угольника, а‘ ве их продолжевпями, как и вну- 
тренний угол, напр. / ВАС, но за внутреннюю 
его область принять ту часть плоскости, выде- <> 
ляемую сторонами этого угла, которая не заклю- 
чает в себе площали этого многоутольника. Вну- ( 
тренняя область каждого пз этих углов отме- 


чева на чертеже дугою. Тогда каждый такой 9 
угол, вместе с соответствующем ему внутренним 
углом, сосгавляет 2 выпрямленных угла нли 44, Чер. 91. 


напр., внутренний / ВАС -- внешнпй /ВАС—4а. 

Если сторон У многоугольника п, то сумма всех внутренних и сумма 
всех внешних —44.п, а, следовательно, сумма внешних углов = 44 — 
— 24(п —2) —4ап — 24в {44а —=201-- 44 =2 в - 2). 

84. Упражнения. 1. Построить полный шестпугольник. Сколько у него 
сторон? 

8. Построить полный шестисторонник так, чтобы у него не было 
параллельных сторон. Сколько у него вершпи? 

3. Найти общую формулу для числа сторон полного п-угольника п 
для чнела вершин полного п-сторонника (полагая, что у последнего нет 
параллельных сторон). 

4. Сколько диагоналей можно постропть пз одной вершины простого 
п-угольника? 

5. Сколько всего диагоналей у простого п-угольника? 

6. Выразить в частях прямого угла саждый взутренний угол вы- 
ПуЕлого пятнугольника, если у него все углы равны между соболо. 

7. Выразить для пятпугольника предыдущей задачи калдиый внешний 
угол в частях прямого угла. 


‚ 6* 
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5. В равнобедренном треугольнике каждый угол нри освовании — 
=3,.4. Найти (в частях прямого угла) его угол при вершине. 

9. В равнобедренном треугольнике угол при вершине = °/.4. Найти 
его угол прп оспованип. 


10. В выпуклом четыреугольнике противоположные углы попарно 


равпы между собою. Выяспить, что такой четыреугольник есть парал- 
лелограмм. 


ГЛАВА УШ. 
Неравные углы и стороны в треуг-ках, 


85. Построим равнобедр. ДАВС (чер. 92), у которого АВ = 
— ВС. Тогда мы зпаем, что его углы при основании равны, т.-е. 
ДА— С. Пронумеруем эти углы, —тогла Д1==/ 2. Станем 
теперь строить новые треугольники АВС, АВО” и т. д. так, 
чтобы сторона АВи / В оставалиеь не- 
изменными, но сторона ВС увеличивалась. 8 
Тогда угол 4 должен увеличиваться (что 
очевилно), а угол С станет уменьшаться: 
мы видим, чт0 ДИ? ДаА</З 
п т. д, потому что /_2 есть внешний угол 
для Л АСС и, следов, Д2> ДЗ или 
Д3<(>5, также /_3 есть внешний угол 
ААСС" и, след., /3>/ 4вли /4</З 
и т. д. (уменьшение угла С видно еще из 
того, что сумма углов треугольника всегда, 
равна 24: угол Б неизменяется, угол 
увеличивается, — след., /_С должен умень- Чер. 92. 
шаться). Из этих построений мы вправе 
сделать заключения: 

1) Если в треугольнике две стороны равны, то 
против них лежат равные углы. 

2) Если в треугольнике две сторопы не равны, 
то против большей из них лежит и больший угол. 

86. Теперь, наоборот, построим: 1) треугольник © двумя рав- 
ными углами и 2) треугольик с двумя неравными углами и 
сравним стороны, противолежащие этим углам. Для решепия 
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вопросов, здесь возпикающих, воспользуемея способом рассуждени:.; 
чаего унотребляемим в математике. 

1) Путь А ВС (чер. 93) построен так, что ДХ А=/ С. 
Сравнить стороны ВС и Б.1- 

Пока, не зная ничего про стороны АВ и ВС, мы можем 
сделать об них 3 предположения: 1) АВ= БС, 2) АВ ВС и 
3) 4В< ВС— иных предположений быть не может. Рассматривая 
эти предположения, мы можем заметить, что два из них не годятся, 
так как противоречат предыдущему. В са- 
мом деле, 2-е предположение, что 46 > ВС 
должно, на основании  предыдущого пб, 
повлечь за, собою следствие, что / С> ДА, 
а у нае построено: ДХ С=/ А. Следова- 
тельно, это предположение должно быть вы- 
черкнуто. Также из 8-го предположенил, 

д: С что АВ Би, следует. что ДАДС 

Чер. 98. что также противоречит нашему построению. 

Следовательно, и это предположение должно 

быть вычеркнуто. Остается поэтому лишь одно предположение, 

что 4В —БС, которое и должио быть верно, так как иных сде- 
лать нельзя. Ноэтому имеем: 

Если в треугольнике два угла равны, то против 
них лежат равпые стороны. 

2) Пусть ААВС (чер. 93) построен так, чо ДАЛ С. 
Сравнить стороны В.А и ВС. 

Опять мы можем сделать 3 предположения: 1) 46 — БС, 
3) АВ ВС и 3) АВ ВС. Теперь видим, что первое пред- 
положение не годится, так как на основании п°85 из него выте- 
вало бы, что / (= А, что противоречит нашему построению; 
также найдем, что 2-е предположение, что 4В`> ВС не годится, 
так как из него вытекало бы, что /_С'>> / 4, что противоречит 
построению. Остается лишь 3-е презположение; что .16 < ВС, 
которое и должпо быть верно. Поэтому имеем: 

Если два угла в треугольнике неравны, то про- 
тив большего из них лежит большая сторона. 

Теперь легко решаются вопросы: 1) какая из сторон прямо- 
угольного треугольника самая большая? 3) Какая из сторон туно- 
угольного треугольника самая большая? 
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87. В двух предыдущих пп? мы имели дело © двумя поло- 
жениямн: 1) против большей стороны лежит больший угол н 
2) против большего угла лежит большая сторона. Мы нашли, что 
эти мысли справедливы для одного треугольника. Возникает во- 
прое, справедливы ли они для двух треугольников? Не- 
сомненно справедливы для двух равных треугольников, 
так как равные треугольники можно наложением слить в один 
треугольняк. Но, вообще говоря, к двум различным (не равным) 
треугольникам эти положения не могут быть применимы: мы мо 
жем постропть два таких треугольника ДАВС а ДАВС 
(чер. 94), чтобы / В был >Д ВБ’, ю АС была бы <А'С. 
Чертеж пояснений не требует. Но есть один случай, когда ука- 
заппые мысли применимы и к двум различным треугольникам!). 


|: 18" р 
о. 
>’ 
|-\ 
„Чер. 94. Чер. 95. 


Построим два таких треугольника, чтобы у них было по дго 
равных стороны, но ч1обы углы между нимв не были равны. 
Пусть в ДАВС ив АЛ'В’С’ (чер. 95) имеем АВ-—А’Б,, 
ВС—=В'С, ю ДВЪИ В. Сравним стороны АС и 4’С', ле- 

„ 
_ + 

1) Этот случай легко уясняется наглядно. Возьмем две палочка АВ 
и ВС (чер. 95 55) и сложим пх концами (в точке В). Если вращать па- 
лочку ВС около точки В по стрелке, то /Х В станет увеличиваться: сто- 
рова ВС будет менять свое положение (пусть одно из них есть ВС’), но 
все время ВС остается раввым самому себе; не измейжетея так же п 
отрезок АЗ. Обратим внимание, что точками А и С определяется еще 
отрезок АС, на чертеже не изображенный. Пре вышеуказанном вра- 
щеннии точка С меняет свое место п нам ясно, что этот отрезок АС, пе 
изображенный на чертеже, должен увеличиваться (напр., АС’>> АС), т.-е., 
если 2 сторовы треугольника не изменяются, а угол между ними уве- 
личивается, то третья сторона так же увеличивается. В тексте этот 
случай выяснев без помощи такого наглядного представления. 
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жащие против неравных углов. Для этого вналожяи ЛД 4'В’'С’ на 
ААВОС так, чтобы сторона .4'В’ совпала с равною ей сторо- 
пою АВ. Тогда сторона В’С’ должна пойти внутри / В, потому 
что / В’ ВБ, по где кончится эта сторона, т.-е., где распо- 
ложится точка ("”, неизвестно. Может быть, она расположится 
кав раз на стороне ДС, может быть, расположится вне д АВС, 
а может быть внутри этого треугольника. Разберем эти три слу- 
чал отдельно. 
1) Пусть ДА 4’В'С' расположится тах, что займет положение 
— Л АВО (чер. 96), так что точка С’ попадет в Д, на сторону АС; 
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95 Ы$ Чер. 96. 


тогда, очевидно, АД< АС или А’ < АС (АГ есть та же сто- 
ропа А’С’, только перепесениая в другое место). 

2) Пусть А А'ВБ'С'’ при наложении займет положенюе ^ АВО 
(чер. 97), т.-е. точка С’ расположится в точке О, вне Д АБС. 


Тогда, соединив точки С и ДО, получим А ВОО, у которого 
ВС— ВФ, так как, по построению, Р"С' — ВС, а В} есть та же 
сторона В’С', лишь перенесениая в другое меето. Поэтому ДВСРЫ— 
равнобедренный, и / ВСР = / ВРС. Рассмотрим теперь 
А АСР; про два его угла, а именно про ХС (шли Х АСЛ) п 
про ДД (или / АДС) легко сообразить, пользуясь отмеченными 
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равными углами разнобедренного треугольника, какой пз них 
больше другого. В самом деле, мы видим, «то / АСД < отме- 
ченного угла ВСР при основании равнобедренного треугольника, 
& Х АДС>> отмеченного угла В0С при основании равнобедренного 
треугольника. Но Х ВСР / ВРС, следовательно, / АРС 
>> / АСО. Поэтому на основании п? 86 (применяя его к ДСО) 
имеем 4С`>> АД, ио АД есть сторона 4’С’, поренесеяная в дру- 
гое место, — следовательно, АС`> А'С.. 

3) Пусть А А'В'С'’ при наложении займет положение ЛАВР 
(чер. 98), т.-е. точка С’ расположится внутри Л АВС. Тогда, 
соединив точки С и О, получим равнобедренный ДА СВ 

|2) 
5 


Чер. 93. 


(ВР= ВС, ибо ВШ ость сторона В’С’, перенесенная в другое 
положение, &а В'С’— ВС по построению) и, следовательно, 
Д. ВСр= / ВОС. Если продолжить стороны В н ВС по на- 
правлениям ОМ н СМ, то получим два внешних угла этого равно- 
бедренного треугольника / МОС н / МСО, которые равны ме- 
жду собою, так как каждый из них дополняет равные углы равно- 
бедреняого треугольника до выпрямленного. Рассмотрим теперь 
А -10С; у него Х АРС / МОС и Л АСЬ< ХОБ, во 
Д МРО= / МОР, следовательно, / АДС / АСФ, а поэтому, 
на основании пб 56, имеем 4С`> АО, или АС>> А'’ (АБ есть 
сторона 4’С’, перенесенная в другое положение). 


Итак, во всех трех случаях оказалось, что 
АС А’, 


т.-е., если две стороны одниого треуголъинка соот- 
ветственно равны двум сторонам другого тре- 
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угольника, ноуглы между ними че равны, то протпв 
большого угла лежит большая сторона. 
88. Разберем обратиый вопрос. Пусть построены Л АВС ин 
А АВС (чер. 95) так, что АВ— А'В', ВС В'С', но АС>А!С', 
т.-е. лва треугольника имеют по две равных стороны, но третьи 
стороны их не равны. Сравнить Д Ви ДВ. 
Воспользуемся тем же способом рассуждения, как в п” 56. 
Пока мы можем об углах Ви В’ сделать три предположения: 
И ДВЕДВ, 2) ДВД В из) ДВхИВ. 
® Первое предположение не годится, так как тогда наши трс- 
угольники, имея по построению по две разных стороны и рав- 
ные углы между ними, были бы равны, и, следовательно, АС’ — 
— А'(', а это противоречит построению. "Третье предположение, 
что / В<ИВ' также не годится, так как тогда в этим тре- 
угольникам был бы применим результат, найденный в предылу- 
щем пб, на основанин которого имели бы АС< А’С', что также 
противоречит построению. Остается второе предположение, что 
ИД ВЪИВ,, которое н должно быть верно. Итак: 

Если две стороны одного треугольника равиы 
соответственно двум сторонам другого, но третьн 
стороны этих треугольников не равны, то против 
большей стороны лежит и больший угол. 


ГЛАВА [Х. 


Расстояние между двумя точками. 


89. Пусть даны 2 точки А н В (чер. 99). Мы можем по- 
строить: 1) прямолинейный отрезок АБ, концы которого совна- 
дают с данными точками; 2) несколько линий, из которых каждая 
соединяет точки А и Ви состонт из ряда прямолинейных от- 
резков, иапр., АСДЕЕВ илн АКТУВ, — такие линии называются 
ломаными и 3) ряд кривых линий, соединяющих точки А 
и В, напр., АХВ (мы умеем строить из кривых линий только 
одну — дугу круга, но возможно вообразить, что через точки 4 
в В проходит множество и иных каких-либо кривых липий, отлн- 
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чающихея по форме от дуги круга). Возникает вопрос о сравне- 
нии между собою всех этих линий. 

Прежде чем обратиться к раесмотрению этого вопроса, обрг- 
тим внимание на два различных вида ломаных линий, причем 
мы ограничимся тем случаем, когда ломанал располагается только 
но одну сторону прямой АВ, продолжеиной в обе стороны: ло- 
маная АКТЛВ вместе с отрезком АС составляют миогоуголь- 
ник, имеющий площадь, все внутрен- 
ние углы которого меныше выпрян- 
ленного, — такой мпогоугольник назы- 
вастея, как мы знаем, выпуклым; по- 
этому и сама ломаная АКГИВ назы- 

Г: В вается выпуклою ломаною, а лома- 

Чер. 99. ная АСЕЕВ вместе с отрезком АВ 

составляет многоугольник, имеющий 

площадь, один из впутренних углов которого (пря точке Е) больш" 

выпрямленного, — такой многоугольинк, как знаем, не выпуклый; 
поэтому и сама ломаная АСДЕЕВ не выпуклая. 

90. Приступая к решению намеченного вопроса, сравним сна- 
чала отрезок АВ, соединяющий точки Ан В (чер. 100), с про- 
стейшею ломаною АСВ, состоящею только из двух прямолиней- 
ных отрезков АС и СВ. Для вы- 0 
полнеиня этого сравненпя надо 
ломаную АСВ выпрямить, т.е. 
расположить отрезки АС и ВС 
на одной прямой, приложенными 
друг к другу, или сложить от- | 
резки АС и СВ (159). Для этого Чер. 100. 
продолжим отрезок АС и на его . 
продолжение отложим отрезок СР— СВ. Тогла АОр—=ШаСс- 
-- СР или Ар АС-- СВ. Построив отрезок ВО, получим равно- 
бедреиный Л ВСР (Ср—= СВ), у которого углы при осиованпи 
равны, т.-е. / СВР— / СОБ. Рассматривая затем Л АВБ. ви- 
дим, что /АВЬ>> / СВХ, а, следовательно, / АВО>/ СЬВ 
(ибо / СОВ=/ СВО). На основании п° 86 имеем поэтому 
Ар`>> АВ (против большого угла в треугольнике лежит н боль- 
шая сторока), илн АС-- СВ АВ, т.-е. ломаная АСВ больше 
отрезка АВ. 


| 
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Этот результат удобно выразить в следующей форме: После 
построения отрезка «В и ломанной АСБ, мы получили ААСЬ, 
и тогда сумма АС--СВ есть сумма двух его сторон, причем 
У нас оказалось, что АВ < АС- СВ, т.-е. 

Одна сторона треугольника меньше суммы двух 
других его сторон. 

91. Здесь можно получить еще соотношение между сторо- 
нами треугольника. Мы нашли для А АСВ (чер. 100) 

Ас СВ АВ. 
в Воспользуемея слелующим очевидным для нас соображепием: 
если одно число больше другого и если мы вычтем из них по- 
ровну, то перван разиость остается больше второй; также, если 
один отрезок больше второго и если мы из них вычтем (п° 10) 
охинаковые отрезки, то перван разиость останется больше вто- 
рой. Заметим, что АС -|- СВ мы рассматриваем, как один отре- 
зок, так как мы умеем складывать два отрезка. Вычтем из боль- 
шого отрезка (4С-- СВ) и из меньшего АВ по одинаковому от- 
резку, а именно по отрезку СВ; тогда получим, согласно выше 
изложенному соображепию, 

Ас>АВ— СВ, 
тле. одна сторона треугольника больше разностп 
двух других. 

Найденные в пп? 90 и 91 соотношения между сторонами тре- 
угольника те же самые, которые были указаны в п° 88. 

92. Построим теперь через точки А и В отрезок АВ и вы- 
пуклую ломаную АКГАГВ (чер. 101), состоящую из скольких 
угодпо отрезков. Требуется срав- 
нить ломаную АКГИВ с от- 
резком АВ. 

Чтобы воспользоваться пре- 
дыдущим, построим вспомогатель- 


ный отрезок ВК, тогдаиз д АКВ: Чер. 101. 
АВ<АК-- КБ. 
Построив еще отрезок Г.В, найдем из Л АБВ: 
КВ КГ ГБ. 


П, наконец, пз А ЁМВ получим: 
ЕВ< ГМ-- МБ. 
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Воспользуемся соображением: еели каждый из пескольких от- 
резков меньше каких-либо других отрезков, то и сумма меньших 
отрезков меньше суммы больших. Применяя это к нашим отрез- 
кам, имеем: 


АВ-|- КВГВ< АК- КВ КГ ГВ ТМ-- МБ. 


хх хх х_ хх 


Вычтя из обенх сумм одинаковые отрезки (КВ и 70), 

найдем: 

АВ < АК БЕ ГМ - МВ, 
т-е. прямолинейный отрезок, соединяющий две- 
точки, меньше всякой выпуклой ломаной, соеди- 
няющей те же точки. 

Ясно, что это свойство применимо и к невыпуклой ломаной; 
напр., если имеем ломаную АСЛЕЕБ (чер. 99), то, построив 
отрезок ОЕ получим ломаную АСДОЕБ, которая больше от- 
резка АВ, & замена отрезка РЕ суммою РЕ-- ЕЁ еще увели- 
чит эту ломаную (п? 90). 

93. Пусть построена какая-либо кривая АСВ (чер. 102), 
соелиняющая точки А и В. Выпрямдять ее, как выпрямдяли в 
по 90 ломаную, мы не умеем, и поэтому приходится довольство- 

ваться здесь косвенными с0- 

св ображениями. Возьмем на, кривой 
какие-либо точки Си Ди 60е- 
диним их с Аи Ви между со- 
бою отрезками, получим ломаную 


Я в АСШВ; если нь частях кривой 
Чер. 102. АС, СО, ОВ возьмем какие-либо 


еще промежуточные точки и 
постропм ломаную, то, при достаточном числе этих промежутот- 
ных точек, отрезки новой ломаной могут быть сделаиы меныше 
отрезков первой ломаной. Мы можем этот процесе продолжить 
дальше, — тогла будут получаться ломаные лнини, имеющие все 
больше и больше вершин, которые все располатаются на иашей 
кривой, а стороны или отрезки этих ломаных все уменьшаются. 
Возможность продолжать такое построение ломаных сколь угодно 
далеко позволяет иам признать, что возможио кривую линию 
рассматривать, как ломаную, составленную из бесконечно боль- 
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шого числа бесконечно малых отрезков. Поэтому мы в праве 
применить свойство п° 92 ломаной и к кривой, и тогла будем 
иметь, что отрезок 4.В надо считать меньшим, чем кривая АСВ. 

В виду найденных соотношений между различными линиями, 
соелиняющими две точки, мы установни: 

Под словами: расстояние между двумя точками 
поннуают: прямолинейный отрезок, соединяющий 

„эти две точки. 

94. Сравним затем две выпуклых ломаных линии, соединяю- 
аих две точки и расположенных по одну сторону прямой, соеди- 
няющей эти две точкя, причем одпа 
из них охватывает (объемлет) другую. кк Е 

Пусть эти ломаные еуть АСОВ м 
(чер. 103)—объемлемани АМХУРВ— 
объемлющая. 

Для их сравнения продолжим от- я 
резки АС и (17) до пересечения где- Чер. 108. 8 
либо с отрезками объемлющей ломаной 
в точках Аи Г. 

Тогяа на основанин пп? 90 и 93 имеем: 

1) Аб скам. МХ МК. 
2) СОЛЬ <СК-ЕГ. 
3) ВОХРЕ-ЕР--РЬ. 

Взяв сумму менышпих частей этих неравенств н сумму их боль- 
ших частей, получим: 

Ас-- ск-- ср БГ Рв<АМ- МХ КК-- 
ск КЕ ПЕ-- ГР-- РВ. 

Вычтем одинаковые отрезки СА ин ОР, — тогда: 

Ас со--ов<АМ-- МХУ-- МК -|- ЕЕ ГР РВ. 
Или, заменяя №К-|- КГ-- ГР чрез МР, получим: 
АС-- Ср Вв- < аАМ- МХ-- КР РБ, 
т.-е. выпуклая объемлемая ломаная, соединяющая 
две точки, меньше объемлющей, соединяющей те же 
Точки. ` 


Заметим: 1) это свойство имеет сплу ин для кривых линай 
(кривую линию мы пазываем выпуклою, если зоманые линии, но- 
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лучаемые от соединения отрезками сколь угодно часто располо- 
женных точек на этой кривой, — все оказываются выпуклыми). 

2) Объемлющая линия может быть и невыпуклой. 

95. Упражнения. 1. Прямая, соединяющая вершину треугольника с сере- 
диною противоположной стороны, называется медваното этого тре- 
угольника. Всего в треугольнике можно построить 3 медпаны, — все они, 
как это выяснится впоследствии, пересекаются в одной точке. 

Пусть имеем АВС в АМ его медиана (чер. 104) (М середина ВС). 
Назовем для краткости сторопу ВС через а (против / А), сторону СА 


- чрез Ъ, сторону АВ чрез с, медяану АМ 
э с р. чрез т., медиану, пдущую пз точки Вк 
ы средине стороны АС, през ш; и третью ме- 

у 8 днану из точки С чрез т.- 


зач 


Выяснить следующие свойства медиан: 


ь--с 
1) п, < Чаадо сделать следующее 
построевие: продолжить АМ и чрез Впо- 
строить ВМ || АС— рассмотреть Л АВХ); 


› | с 
Чер НМ. 2) > реа, Эш, рии, <а- 


- Ъ{с. Сумма сторов треугольника называется периметром этого 
треугольника; поэтому это свойство выражают словами: сумма 
медяан треугольника меньще его периметра; 


а-ь--о 


4у т, в. в. > — 5 (выразать словами). 


11. Возьмем внутри треугольника какую-либо точку О (на чертеже 
ве дана) и назовем ОА чрез г, ОВ чрез г, и ОС чрез г.. Тогда имеют 
место зависимости : Е 

а с 
1 и е-к: > и 9) м + г. -- 13 За-РЪ-ге. 
Ш Распространить последние свойства на точку, взятую внутри 


ао 


выпуклого четыреугольника [г т -Нг-Нтг.> — . во м-р 
Ну. Нк < И, (а Не -- 9)]. 

96. Пользуясь понятием о раестоянви между двумя точками, 
мы теперь можем установить на основании пзложенного в п? 20: 

Все точки плоскости, находящиеся на данном 
расстоянии от даиной точки, расположены на круге, 
цеитр которого — данная точка, и радиус равен дан- 
ному расстоянию. Обратно, каждая точка нашего 
круга находится на данном расстоянии от данной 
точки (от центра). 


хь ® 
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Ту же мысль выразжалот обыкновенпо пначе, пользуясь особым 
термином: 


Геометрическое место точек (плоскости), находящихся на 
данном расстоянии от данной точки, есть круг 
центром которого служит данная точка и радиус 
которого равен данному расстояним. 

Иногла говорят: круг есть геометрическое место точек, равно- 
отстоящих от одной точки (от центра). 

97. Задача. Даны две точкн. Построить перпенди- 
кУляр к отрезку, соеднияющему эти две точки 
чрез его середину. 

Пусть „Ён В (чер. 105) — данные точки. Задача легко ре- 
шается построением ромба АСВ, у которого две вершины 
суть А и В и одна диагональ есть отрезок 
АВ. Как строить такой ромб, было уже 
выяснено выще. Вторая диагональ (7) этого 
ромба проходить чрез точку О, середину 
отрезка АВ, и перпендикулярна к АВ. 

Расемотрим расстоячия какой-либо точки 
И перпендикуляра СТ) от точек Аи В. Сое- 
динив с Лис ВБ, получим ДАОМ в 
А ОВ, которые между собою равны (они 
прямоугольные и катеты одного равны 60- 
ответственно катетам другого: ОЛ общий 
гатет и ОА —= ОВ). Отеюда заключаем, что 
МА—= МВ. Можно взять точку где-либо и Чер. 105. 
па продолжении прямой СД, например, точку 
№; также найдем, что МА-- МБ. 

Это свойство точек построенного перпендикуляра можно вы- 
разить в следующей форме: 


{с 


Всякая точка пернеидикуляра, построенного в 
отрезку, соедпияющему две данные точки, чрез 
середину этого отрезка, отстоит на равиых рас- 
стояниях от двух данных точек (короче: равноуда- 
лена от данных точек). 


Возможно ли где-либо еще на плоскости, не на перпендику- 
ляре СР, пайти точку, равноудаленную от 4 и В? 
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Возьмем где-либо не на перпендикуляре СР точку Р (чер. 106) 
и рассмотрим ее расстояния от точек 41 и Б, т.-е. отрезки РА 
и ВР. Один из этих отрезков, например, Р.4, пересекает наш 
перпендикуляр СД в точке К. Тогда, соединив Аи 0, найдем 
по предыдущему 
КВ— ВА, 
р ибо точка А, будучи расположена на пер- 
к пендикуляре, одинаково удалена от Би А. 
Кроме того, из А РЕВ имеем (пб90): 
я в РВ«РЕА- ЕВ. 
Пли, заменяя КВ чрез КА (эти отрезки 
равны), пмеем: 
РВ< РК- КА ни РВ«РА, 
Чер. 106. т.-е. точка Р, взятая пе на перпендикуляре 
СО, неодниаково удалена от точек Аи В. 
Итак, все точки, равноудаленные от двух данных, 
непременно должны лежать на перпендикуляре к 
отрезку, соединяющему данные точки, черезего се- 
редину; с другой стороны, любая точка этого перпен- 
дикуляра обладает этим свойством. Поэтому говорят: 
Геометрическое место точек (плоскости), равно- 
удаленных от двух данных точек, есть перпеянди- 
кудяр к отрезку, соединяющему данные точки, 
проходящий через его середину. 
98. Упражнения. Найти на данной примой или н& данной окружностя 
точку, развноудаленную от двух данных. 


2. Найти точку, равноудаленную от трех данных точек. Когда такой 
точки ве существует? 


ГЛАВА Х. 


Дальнейшее развитие понятия о расстоянии. 


99. Пусть дана прямая а и точка А вне ее (чер. 107). Мы 
можем построить 4В | а и зиаем (1570), что другого перпенди- 
куляра через А к прямой а построить нельзя; если мы построим 
ряд прямых, идущих из А к различиым точкам данной прямой а: 
АС, АБ, АЕ ит. д., то мы будем называть их наклонными 


к прямой а. Точки ВБ, С, Ш, Е називыют основаниями 
перпендикуляра АБ, наклонных АС, АД, ЛЕ. 

Нз А АВС, например, вплим, что АВ АС, так как /Вв 
этом треугольнике прямой, а /Х_С острый (10572), а против бёль- 
шого угла лежит п большая сторона (1536); то-есть оказывается, 


что перпендинкуляр АБВ меньше любой наклон- 
ной С. 


Пуеть построены две наклонпых {С и А.Ю так, чтобы их 
основания Си Ш былн одинаково удалены от основания перпеп- 
дикуляра, т-е., чтобы ВС— БЛ. Тогда Х АВС= А АВР (у них 
хатет АВ общий и катет ВС— ВГ), следовательно, 41С = АХ, 
Т.4. две наклонные, основания которых одинаково удалены от 
основания нерпендикуляра, равны между собою. 

Поетроим еще наклонную АЁ, основание которой ЕЁ дальше 
отетоит от основания перпендикуляра, чем основание наклон- 
ной АС, т-е. ВЕ ВС. Тогда 
Д АСЕ тупой, так как этот угол 
есть внешний для Л АСВи, еле- 
довательно, он больше прямого, 
угла В; отсюда, рассматривая 
гупоугольный треугольник АСЕ, 
видим (1572), что /_ Е острый п & своя 
опять на основании 1286 заклю- Чер. 107. 
чаем, что 4Е`> АС или ЛЕА 
(ибо .1Р—= АС), т.-е., осели основание одной паклончой дальше 
отстоит от основания перпендикуляра, чем другой, то первая на- 
клонная больше второй. 

Для того, чтобы выразить найденные свойства, в более простой 
словесной форме, станем называть отрезок ЗС проэкциею 
наклонной .1(, БЛ — проэкциею наклонной АБ, БЕ- проэкциею 
наклонной АЕ н т. д. Тогда: 

Если дана прямая и вие ее точка и через эту 
точку построены пернендикуляр и наклонные к 
прямой, то 

1) пернендикуляр меньше всякой иаклонной; 

2) две наклонные с равными проэкциямп равны; 

3) из двух наклонных с неравными проэкциями 
та больше, у которой проэкция больше. 


— 


Обратно: 

1) проэвции равных наклонных равны между 
собою; 

2) та из двух неравных наклонных имеет боль- 
шую проэкцию, которая сама больше. 

Выяснить справедливость этих заключений можно снособом, 
который был применен в п?86. Разберем 2-е обратное заключение. 
Пусть наклонная АЁ>>АО; об их проэкниях ВЕ и ВО можно 
сделаль 3 предположения: 1) ВЕ< ВЛ, 2) ВЕ-—ВЬ и 
3) ВЕ ВО. Легко видеть, что первое и второе предположения 
не годятся; следовахельно, 8-е предноложение должно быть спра- 
ведливым. Первое обратпое заключение можно получить или 
этим же способом, или увидаль его из рассмотрения Л АБС и 
ААБД. 

В вилу найденного свойства перпендикуляра принимают 
за расстояняе точки от прямой отрезок перпенди- 
куляра, опущенного из этой точки на прямую. 

100. Пусть имеем две параллельных прямых а и (чер. 105). 
Выберем па прямой 6 ряд точек 4, В, Сит. д. Мы уже знаем, 
что за расстояние каждой из них от прямой а принимаются пер- 
пепдикуляры 44’ ВБ, СС..., 


7 8 Е ® построенные чрез точки 4, В, С... 

к прямой а. Легко  увидаль: 

. 1) Если а||Би если АЛ’ | а, то 
Щ 2 АА! | Ь, так как, напр., / 1=/И 2 
Чер. 108. (как внутренние накреет-лежащие 


при параллельных а ирнсекущей 
А.А') и, следовательно, / 1—4 (ибо / 2—4), 2) АА' —= ВВ’ — СС" 
ит. д., тав как, напр., .1А'В'В является параллелограммом (прямо- 
угольником), откуда А.А’ — В В'. Поэтому отрезок, равный одному 
из построенных перпендикуляров, припимают за раестояпие между 
двумя параллельными. 

101. Где расположепы точки, находящиеся на данном рас- 
стоянии от данной прямой? 

Пусть дана прямая а (чер. 109). Тогда, построив ВС |аи 
отложив отрезки АВ и АС, раввые данному расстоянию, получим 
две точки Ви С, расстояние которых от прямой а равно дан- 
ному. Построив затем прямую ВВ’ || аи СС' || а, увидим, согласно 


предыдущему, что все точки этих прямых ВВ’ и СС’ имеют дан- 
ное расстояние от прямой а. Все остальные точки, не лежащие 
на, построенных прлмых, имеют или меныпее расстоявие от пря- 
мой а (ближе к а), напр., точка М, или большее (дальше 
от а), напр., точка У. Поэтому имеем: 

Геометрическое место точек, имеющих данное 
расстояние от данпой прямой, есть пара прямых, 
параллельных данной и расположенных по обе ее 
стороны на одинаковом (данном) расстоянии. 

102. Теперь легко увидать, что геометрическим местом 
точек, равно удаленных от двух данных парал- 

лельных прямых, являетея пря 

мая, параллельная даплым и про- 
8' ходящая чрез середыну рассто- 

яния между пими [напр прямая а 

(чер. 109) есть геометряческое место точек, 

равноудаленных от ВВ' и СС'|. 

с с’ 103. Пусть теперь имеем две пересекаю- 

Чер. 109. щихея прямых АЯ’ и ББ (чер. 110) п 
пусть точка О есть их общаф точка. 

При точке О имеем 4 угла; построим биссекторы этих углов 
(на чер. ошт начерчены пунктиром), — эти 4 биссектора соста- 


ы ер. 110. 


вят две взаимно перпендикулярных прямых, что легко увидать. 
Возьмем на одном из биссекторов какую-либо точку ЛГ и по- 
стронм ММУ АА’ ин МР | ВБ’; тогла ММУ и МР служат рас- 


т 
ГЫ 
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стояниями точки М от прямых АА’ и В8'. Рассматривая А ОМУ 
и А ОМР, у которых гипотенуза 031 общая — треугольняки прямо- 
угольные —и Х МОХ—=/ МОР (ибо ОМ есть биссектор), най- 
дем (п574, 3-й признак), что Д МОХ=— А МОР и, следовательно, 
ИМ -= 47Р, т.-е. точка ЛГ одинаково удалена от прямых АЛ’'и ВБ": 
также найдем, что точка ЛГ одинаково удалена от этих прямых 
ОГР' —= М М№'). Если мы рассмотрим точку К, не лежащую на 
биссекторе 05 угла А’'ОВ’, то, постропв КГ, _| АА’ п КВ_| ВБ’, 
найдем: АГ, пересекает бисссктор в точке 5 и тогда 57Т==5Е 
(ЭТ есть | к ВВ'), ню КВ« ЕТ (ибо КЕ перпендикуляр, & 
ЕТ наклонная), а КТ Е&-- ЭТ (1590) или КТ< КЕБ-- 5 
или АТ< КГ; следовательно, ни подавно КВ < КГ, т.-е. точка А 
не расположенная на биссекторе, ноодпнаково удалена от прямых 
АА в ВБ’. Поэтому имеем: 

Геометрическим местом точек, равноудаленных 
от двух данных пересекающихся прямых, служат 
биссекторы углов, образуемых этими прямыми. 

Следовательно, всякая точка, равно удалениая от двух пере- 
секающихся прямых, лежит на биссекторе одного из четырех 
углов, и, наоборот, всякая точка бнссектора одниаково удалена 
от наших прямых. 


104. Пусть имеем круг О п точку А вне его (чер. 111) или внутри 
его (чер. 112). Тогда. соединив А с О, назовем через В и С точки пе- 


Чер. 1. Чер. 112. 


ресечения прямой АО с кругом; соедпняя точку А с различными 
точками 0, Е... круга, найдем: 1) для случая, данного на чер. М, 
АО<АР-ГОО пли АВ-+-ОВ< АО -- 05, но ОВ=ОП, как раднусы, 
следов., АВ< АТ; для случая, данного на чер. 112, имеем: ОА > ОР—АО 
ила ОВ АВ> ОЮ— АБ, или — АВ>> — АР, или АВ<АТ;3) Арх АО-|- 
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-- ОР плы, заменяя ОГ через ОС (00 = ОС), АГ < ОА ++ 0С пли 
АР< АС; 3) из рассмотрения АД АОГР н Д АОЮ, у которых ОА общая 
сторопа и ОР-—ОЕ (как радиусы), имеем (0787) АЕ АО, так как 
/ ОЕ Д АОР. 

Из этого видим, что если итти по окружности от точки В к точке С; 
то расстояния точек окружности от точки А будут увеличиваться; наи- 
меньшим гасстоянпем является отрезок АВ. Этот последний отрезок 
принимают за расстояние точип от круга. Итак, 

Чтобы инолучить расстояние точки от круга, надо соединить точку 
с центром н ванть тот отрезок этой прямой между ланною точкою п 
точкою пересечения примой с кругом, внутри которого ве расположен центр. 

305. Пусть имеем круг О (чер. 113) п какую-либо прямую а, не- 
имеющую общих точег с кругом. Ностроим через центр круга О пернен- 
дикузяр к а, ОА-| а и назовем точку 
пересечения прямой ОА с кругом 
когорая лежит между О п А, через 
В. Тогда имеем: 


АВ — О^ — ОВ. 


Взяв какую-либо еще точку О 
круга, построив РЕ Г а п соеденив 
Ес О, найдем из А ООЕ: 


РЕ ОЕ ОГ. 
Во ОЕ ОА (яаклонвая больше 
перпендикуляра), ОВ = ОР (как ра- Чер. 113. 


днусы), следов. ОЕ—ОГ > ОА — ОВ. 
Позтому ОЕ >> ВА. 

Отрезок пернендикузяра ВА является тапим образом расстоянием 
между двумя напболее сближенными точкамн круга и прямой и поэтому 
его пранимают за расстояние между кругом и прямой. 

106. Упражнения. 1. Каждая точка основания равнобедренного треуголь- 
ника обладает свойством, что сумма ее расстояний от равных сторон 
одна и та же. (Здесь понадобится пользоваться свойством, что 8 высоты 
равнобедренного треугольника, опущенные на разные стороны, равны 
между собою)- 

2 Сумуа расстояний каждой точкн, расположенной внутрн равно- 
стороннего треугольянка, от всех его сторон есть величина постоянная. 

Примечание. Кели в первой задаче взять точку на продолжения осно- 
вания, то разность ее расстояний от савных сторон окажется постоянной; 
если во второй задаче взять точку вне треугольника, то одно илп два 
пз расстояяпй прилется взять со знаками минус. 

3. Построим из точко М три луча так, чтобы углы между ними 


были равны между собою (каждый пз них = 35; пра построении надо 
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вспомнить задичу 7 пз и *6} и возьмем па ппх точки А. Ви С. Тогда 
точка М среди всех остальных точек плоскости обладает свойством, что 
сумма ее расстояний от А. Ви С есть наименьшая. 

Для выленения этого нало чрез А, В и С построить прямые со- 
ответственно перпендикулярные к МА. МВ, МС -— получится равносто- 
ронннй треугольниг. Ро 

Взяв точку М’ (длн простоты внутри треугольника), найдем, что 
сумма ее расстояний от сторон треугольника остается прежней (па осно- 
вании предыдущей задачи), а, следов, сумма ее расстояний от точек 
А, Ви С окажется больше презкней. 

4. Геометрическим местом точек, расстояние которых от основания 
равнобедренного треугольника равно сумме расстояний их от боковых 
его сторон, служат 2 отрезка, заключенные между равными сторонами 
треугольннка, неопределенно продолженными, прямых, параллельных 
основанию; точки же этих прямых, не лежащие внутри угла, образован- 
ного равными сторонами, обладалот свойством, что раестбяние их от осно- 
вания равно разности расстояний от боковых сторон. 

Для построения этого геометрического места следует построить бис- 
секторы внутреннего и внешнего углов при основании равнобедренного 
треугольвика. 

5. Две вершины треугольника одинаково удалены от прямой, соедп- 
няющей третью вершину со срединой противолежатией ей стороны (от 
медлпаны). 

6. Найти точку, находлщуюся на данных расстояниях от данной 
точки п от данной прямой (напбольнтее число решевий 4). 

4. Даны 8 параллельных прямых, пересеченных секущею. Найти 
точку, равно удаленную от всех трех прямых (2 решения). 

8. Найти точку, равно удаленную от трех прямых, пересекающихся 
в трех точках (4 решения). 

9. Дана поямая н 2 точки А м В, росположенные но одну сторону 
прямой. Найти на данной прямо такую точку М, чтобы зучи МА я МВ 
были одинаково изкловены к дайной прямой. Выяснить, что точка М среди 
остальных точек данной прямой обладает свойством, что сумма ее рас- 
стсяний от А и В вапменьшая. 

10. Найть точку. находящуюся на давных расстояниях от двух 
даввых кругов (предварительно надо выяснить, где расположены точки, 
находящиеся на данном расстоянии от одного данного круга). 
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* ГЛАВА Х1. 


Средние линии треугольников и четыреугольников. 


107. Мы знаем (п°102), что геометрическим местом точек, 
равноотстоящих от двух ханных параллельных прямых, служит 
средняя параллельная. Если таким образом АВ и СР (чер. 114) 
суть две параллельные и ИМ для них средняя параллельная, то 
расстоявия любой точки Ё этой 
средней параллельной от АВи СР 
равны между собою, т.-е., постропв Е 


я Е я к 


ЕР! АВ и ЕСТ СР, получны, \ ” 
что ЕЁ ЕС. 

Ясно, что построенные перпен- © 6 ег 0 
дикуляры ЕЁКи ЕС составляют про- Че. 14 


должение друг друга н образуют 

один отрезок ЁС, перпендикулярный к нашим параллельным АБ 
и СП, причем этот отрезок делится среднею параллельпою (в точке Е) 
пополам. Итак, всякий отрезок, перпендикулярный к 
двум параллельным и заключенный межлу иими, 
делится среднею параллельною пополам. 

Возникает теперь вопрос: не будет ли также делиться по- 
полам среднею параллельною какой-нибудь отрезок КГ, не пер- 
пендикулярный к АВ и СП. Пусть КГ пересекается с ММ в 
точке О. Построим через эту точку О перпеидикулярный к пря- 

мым АВи СО отрезок НГ. Тогда 
Я—2 Е —В ОН—=ОГ Так как, кроме того, 
Д НОК= / ТОГ, вав вертикаль- 
ные, то прямоугольные треуголь- 
ники ОБЕ и О] равны, откудь 
СЕ й Я 2 слелует, что ОК-= ОГ. Итак, ока- 
зывается, что п любой отрезок, 
заключенный между двумя парал- 
лельными, делится среднсю параллельною пополам. 

Пусть АВ || СХ (чер. 115). Построив между ними ряд каких- 

либо отрезков ЕЁ, СН, КГит. д, мы, согласно предыдущему, 


^ и 


Чер. 115. 
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найдом, что середины этих отрезков лежат на еродней парал- 
лельной 4/ №. В общем итоге мы приходим к следующему з3- 
ключению: 

Геометрическим местом середин всевозможных 
отрезков, заключенных между двумя параллель- 
ными, служит средняя параллельная. 

Отсюда возникают возможности различных построепий среднсй 
параллельной для двух ланлых параллельных прямых: 1) мы 
можем, построив любой отрезок ЕЁ, заключенный между двумя 
ланпыми параллельными 4В и СР, разделить ето пополам п 
через его середину построить прямую 2/Г^ || АВ || Ср — эта пря- 
мая ЛМ и должна служить среднею параллельною, и она должна 
делить пополам всевозможные отрезки (напр. СН, ЕГ ит. д.), 
заключенные между АВ п СР. 2) Мы можем построить два 
отрезка, напр, ЕН и К, заключенные между АВ и СФ, разхе- 
лить каждый из них пополам и через их середины построить 
прямую ЛЕМ — она и должна служить среднею параллельною. 

108. Применим свойства средней параллельной к знакомым 
нам фигурам и прежде всего к треугольнику. 

Пусть имесм ДА АВС (чер. 116). 
Здесь непосредственно мы пе ныеем 
двух параллельных, но мы всегда м - 
жем нх получить, напр., ностроив 
через вершину 4 прямую ЕЁ|| ВС 
(эту прямую ЕЁ можно было бы и не 

“Чер. 116. рисовать на чертеже, так как она 
существенной роли не играет в даль- 

нейшем и так как достаточно лишь зналь, что она существует). 
Тогда мы имеем две параллельных ВС и ЕЁ в два отрезка АБ 
п ИС, заключенные можду ними. Разделив их пополам в точках 
Ми М(АМ— МВ и АМ— №0) и построив через ЛР и М пря- 
мую МУ, мы получим среднюю параллельную 1, т.-е. ЛСХ || В*' 
(и || ЕЁ, во это для нас не существенно). Из этого заключаем: 
прямая, соединяющая середины двух сторон 
треугольника, параллельна его третьей стороне. 

Отрезок, соелиняющий середины двух сторон треуг-ка, назы- 
взот среднею линиею треугольника. Итах, у нас отре- 
зов ЛГМ есть срелняя липия нашего треугольника. 


` . 
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Пусть имеем А АВС (чер. 117). Раздельм пополам каждую 
нз его сторон: пусть Г есть середина АВ (сл. АМ— МВ), 
М — середниа АС (АМ—= МО) и Р— середина вс (ВБРЕРС); 
соеднним точки ЛР Мн Р отрезкамп 
МУ, ИР и РМ, — каждый из этих отрез- 
ков является среднею линпею для нашего 
треугольника. Таким образом в треуголь- 
нике имеется три средних линаи. 

Согласно предыдущему, бузем иметь: 
МХ | ВС, МР] АС и МР]|| АЗ. Поэтому 
АМРХ, ВМУРи РУХС суть параллело- 
граммы. Так каб в паралделограмме про- Чер. 117. 
тивоположные стороны равны, то имеем: 


ИМ= ВР (из параллелограмма ВАГУР), но НЫ (ибо 


точка Р еегь еередина №0); поэтому УХ=—-5-. Также из на- 


раллелограмма АРХ получи МР --= АМ == - хе 


лограмма ААГРУ— РА— 1. И—^, -.-. Отсюда заключаем: 


каждая средняя. линия треугольника, соединяю- 
щая середины двух’ его сторон, параллельна 
третьей и равна ее половине. 
109. Перейдем теперь. в четыреугольникам ин остаповямся сна- 
чала, на таких четыре- 
с’ м . 
а угольниках, у которых 
д с’ , две сторовы  парал- 
лельпы. Принято назы- 
вать такие четыре- 
: р’ угольники трапе- 
8 2 Я цилми. На чер. 118 
Чер. 118. изображены два раз- 
личных вида трапеций; 
1) трапеция АВОСЬ, где ВС || АХ, шо АВ не параллельна СР, — 
эта трапеция имеет илощадь (см. по 79) и 2) трапеция А’В'С'О’, 
тде А'Р || В'С', — эта трапеция не имеет площади (п° 79). 
Рассмотрим сначала трапецию 4ВСЛ (чер. 118 ы$), имеющую 
площаль. Здесь ВС ||] АБ. Поэтому мы имеем две параллельных 


ыы 
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БС и АР и между ними отрезки Ви СР. Разделив эти отреэки 
пополам в точках Ли М (АМ — МВ и СУ=КМО) п соединсв 
их прямою ММ, получим ерелнюю параллельную ММ для ВС и 
АТ, т.е. ММХ|| ВС] АО. Отрезок ИХ этой прямой наз. сред- 
нею линпею трапеции (следует добавить: „соединяющей 
середины непараллельных торов“, потому что в трапеции, как и 
во всяком четыреугольлике, можно рассматривать 6 средних ли- 
ний, что имеет место в 15110). Итак, мы получили что 
МУ] БС АБ. Далее, построив диагональ АС, получим еще 
третий отрезок АС, заключенный между параллельными ВС и 
АР — его середина должна лежать (п°107) на средисей парал- 
лельной, т.-е. точка Р, где пересекаются ИМ и АС, есть сере- 
дина отрезка АС. Поэтому ЛИР есть средняя линня Д-а АВС и 
>Х№ — средняя линия А-а АСЛ. На основании предыдущего, 


гмеем: ир—86 и РМАТ. Отеюда получаем: М\= МР-- 
Зе-ЕАР. 


ИПта 


-- рх—86 АР пли МХ 


9 


Чер. 115 Ы5. 


средчяя линия, соединяющая середины непарал- - 
лельных сторон трапеции, имеющей площадь, па- 
раллельна ее параллельным сторонам п равна их 
полусумме. 

Пусть теперь имесм трапецию АВСХ (чер. 118 5), неимеющую 
площади. Здесь также ВС] АД н поэтому середины Ми № 
еторон АВ и СР лежат на средпей параллельной, т.-е. зкесь 
также имеем: МУ] ВС|| АР. Построив диагональ АС, получим 
отрезок .1С, заключенный между нараллельными ВС и АХ, и его 
середина, точка Р, должна лежать па средней параллельной. По- 
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этому Р.И есть срелняя линия Д-а АБС п, слод., РУ =85; также 


РУ есть средняя линия Д-а АСД и, слел., РТ . Так как 
МУ РУ— РУ, то получи МУ-РАФРИ-“—П” ия 
их Арво, Итак, 


средняя лнния, соединяющая середины непа- 
раллельных сторон травецни, неимеющей площади, 
параллельна се параллельным сторонам и равна 
их полуразности. 


119. Пусть вмеем какой-либо 
четыреугольник АВСЬ (имеющий 
площадь) — (чер. 119). Найдем сере- 
чины М, №, Р и 4 ето сторон п 
соединим их попарно. Получим 6 
средних линий четыреугольника. 

Вот свойства этих средних линий. 

1) Средние линии, соеди- 
яяющие середины послело- 


вательных сторон четыре- а 
угольника, образуют парал- 
делограмм. ы Чер. 119. 


Для выяснения этого свойства 
построим дпагональ АС. Тогча из ДАВС имеем (1°108) ММАС и 
из А АСР на том же основании: РО || АС, — следов, ММ | РО. Построив 
хругую диагональ ВП, найдем при ее помощи, что МР || МФ, следов. 
МК\РО есть рараллелограми. 

2) Средние линии четыреугольника, соединяющие 
середины противоположных стороп, взаимно делятся 
пололам. 

Это свойство теперь очевидно, так как МР и №@ являются диаго- 
налями параллелограмма. 

Через точку О пересечения прямых МР и М№@ проходят также пря- 
мые, соединяющие середины дизгоналей АС п ВР (на чертеже дпаго- 
валь ВШ не дана). Это следует пз того, что АС в ВШ являются сторо- 
намн четыреугольника АСРО, не имеющего площади, в которому при- 
менимо все, изложенное в начале этого ис. 


111. Мы умели (ппб 57, 59) делить отрезок пополам и, следов., 
на 4, на 8 и вообще на 2” равпых частей. Теперь мы можем 


разделить данный отрезок на 3. на 5 и вообще на сколько 
угодно равных частей. 
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Пусть, напр., требуется отрезок АГ (чер. 120) разделить на 
5 равных частей. Построим чрез точку А произвольную прямую 
АС (образующую © АВ угол, отличный от выпрямленного) и 

отложим на АС пять произвольных, но рав- 

дв ПЫХ между собою, отрезков АЕ— ЕЕ 

_—= Ав = @аН= НО. Ностроим прямую ОВ 

п через точки Е, РЁ, а и Н построим пря- 

к. мые ЕЕ, ЕР, @б', НИ, параллельные ОВ. 

Рассмотрим Д АЕ, так как АЕ— ЕЁ, 

то Е есть еерехина стороны АР и ЕЕ 

(она || ЕЕ’) есть ередияя линия этого тре- 

©“ угольника, следов. АР — ЕЛ. 

Чер. 190. Рассмотрим затем трапецию ЕЕС'С. 

Так как ЕР ЕС, ЕЁ || ЕЕ || (С’, то ЕЕ 

ость средняя линия трапеции ЕЕСС’, —-еледов, ЕР —= ГС". 

Также найдем, что @С’ есть средняя лнпия трапеции РЕНН и, 

следов., Р@’-=С"Ы’ и т. д. Соединяя полученные равенства, 

найдем АЕ = ЕЕ —Еб' —=С'Н -=Н'В', т-е. отрезок -4В раз- 
делился на 5 равных частей. 

Из решения этой задачи можно вывести заключение: 

Если на одной стороне угла отложить равные 
отрезки ип чрез их концы постропть рях парал- 
лельных прямых, то н на другой стороне угла 
получим равные между собою отрезки. 


ё 
Ё 


Чер. 120 $. 


Добавление. Мы откладывали равные отрезки на одпой нрамоы 
подряд, начинал от точки пересечения двух прямых (АВин АС 
чертежа 120). но возможио к такому же результату прилти и при 
ином способе отложения равных отрезков. На чертеже 120 Ы5 
дано два варианта такого построении: на прямой 4Л (см. чер. 12015 
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слева или справа) отложнм два равных отрезка АВ и СЬъ 
через их концы построим параллельные АА" || ВВ' || СС'|| ОР. 
Затем возьмем точку О, середину отрезка ВС, и построим ОО’ || 
| ВВ' || СС’ | 44’ |} РР’. Тогда ОО’ есть средняя линия трапеция 
ВОС'В'; поэтому В'0’=0’С (0?109). Так вак АВ—=оР и 
ВО=ОС, то АО также —=0ОР; поэтому 00’ есть также средняя 
линня трапеции АД! А' (на чертеже справа эта, трапеция 4ОР'А'— 
не имеющая площади, ем. пб 109) — и также 4'0’— О'Т'. Отсюда 
имеем 4’О’ — В'0’—0’Р’ — 0'С’ (ибо и уменьпаемые и вычи- 
таемые обеих разностей равпы), или А’В’ —= С'Т’. Возможны и 
иные комбинации (вапр., отр. СДО правой фигуры отодвипуть так, 
чтобы точка С оказалась правее точки пересечения прямых АГ 
и 4'Р'). Общее заключение таково: еслн построены две 
прямые, на одной из них отложены как-либо два 
равных отрезка и через вонцы их построены 
параллельные, то этп последпие выделят и на 
другой прямой два равных между собою отрезка. 
112. Упражнения. 1. Чрез вершины данного треугольника построены 
прямше, параллельные эго сторонам. Показать, что новый треугольник, 


имеет стороны ндвое большие, чем стороны ханного, ип что вершины 
данного являются серединами сторон нового (Срав. упр. 7 из в? 54). 

2. Построить треугольник, если даны середины трех его сторон. 

$. Построитт, паралаелограмм, если даны середипы трех его сторон. 

4. Известно (1°140)}, что середины четырех сторон четыреугольника 
являются вершинамн параллелограмма. Когда этот параллелограмм 
обралцается в ромб, когда в прямоугольник, когда в квадрат? 

5. Прямая, соедпняющая вершину треугольника со срединою противо- 
полозжной стороны (медпана) п прямая, соединяющая середины двух 
других сторон треугольника, взаимно делятся пополам. 

6. Продолжим одну сторону треугольника на отрезок, равный этой 
стороне, п соединим конец отрезка со срединою друтой стороны. По- 
следняя соединяющая прямая отсекает от ‘третьей стороны треугольника 


отревок, равный = этой стороны. (Построигь еще прямую, параллельную 


последней сосдиняющей прямой чрез веришну треугольника, иротило- 
лежащую той его стороне. которая била продолжена). 
1. Если на стороне АВ параллелограмма АВСР отложить отрезок 
1 1 
АМ АВ (напр. у АВ) и соединить О с М, то ОМ пересечет дпаго- 
` ча 1 1 
наль АС в точке № так, что АХ — 1 АС (во взятом примере; АС). 


Для выяснения этого надо па продолжении стороны АВ отложить 
ВМ’ = АМ п соединить С с АГ; тогда С'М' |} ОМ, — промевоть 12111. 
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ГЛАВА №1. 


Йруг. 


113. Мы уже знакомы с пронсхождением круга н с некоторыми 
его свойствами. Теперь надлежит пополнить наши сведения о 
круге более цетальным его изучением. Мы знаем, что положение 
прямой линии определяется двумя точками. Возникает такой же 
вопрос о круге: 

Сколькими точками определляетея положение 
круга? 


Чер. 121. Чер. 125. 


Пусть имеем точку 4 (чер. 121); требуетея построить круг, 
проходящий чрез эту точку. Яено, что таких кругов можно по- 
етронть бесчисленное множество (на, чертеже построено 3 круга), 
причем центр круга можно брать где угодно, а раднусе круга, 
дозжен разняться расетоянию от взятого произвольно центра до 
точки -9. 

Пусть теперь имеем 2 точки Аи В (чер. 122); требуется 
поетронть круг, проходящий чрез эти 2 точки. Если нам удалось 
найти центр О искомого круга, то отрезкя ОА н ОВ должны 
служнть его радвусами, и, еледов., 04 —= ОВ, т.е. искомый центр 
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лолжен быть равноудален от точек Л и В; но мы знаем, что 
геометрическим местом точек, равноудаленных от двух дапных 
точек Аи В, является перпеидикуляр к отрезку АВ чрез его 
середину. Поэтому заключаем, что чрез 2 данных точки также 
можно построить бесчисленное множество кругов, но центры их 
нельзя выбирать совсем произвольно: здееь произвол ограничен, — 
центры можно брать где-либо на перцепдикуляре к отрезку АБ 
чрез его еередину. 

Пусть теперь даны 3 точки 4, Ви С, не лежащне на одной 
прямой (чер. 128); требуетел построить круг, проходящий чрез 4, 
В и С. Центр искомого круга должен быть равноудален от трех 
данных точек. В п°98 была предложена задача (2), в которой 
требуется найтн точку, равно- 
удаленную от трех данных. 
Дадим злесь ее решение. Мы 
знаем, что если соединить 
точки А и Ви чрез середину 
Р отрезка АБ построить к 
нему перпепликуляр с, то ина 
этом перпендикуляре с раепо- 
ложены ве точки, равноуда- 
ленные от А и Б. Поетронв 
также перлендикуляр 6 к отрез- 
ку АС чрез его середану М, 
найдем все точки, равноуда- Чер. 193. 
ленгые от Ди С. Отсюда за- 
ключаем, что точкою, равиоудаленной и от 4, и от В, ист С 
явптея точка, принадлежащая обоим пернендикулярам. Если бис 
пересекаются в точке О, то эта точка О и должна служить неко- 
мым центром. (Проверка: так ка О лежит на перпендикуляре ск 
отрезку АВ через его середину, то эта точка О одинаково 
удалена от .Ёи В; тав как О лежит на перпенликуляре 6 в 
отрезку АС чрез его середину, то точка О одинаково удалена 
от точек А и С; следовательно, точка О одиваково удалена п от 
А, и от В, нот С). Легко видеть, что центром может служить 
тольго одна точка (перпензикуляры 6 и е пересекаются только 
в одной точке). За раднуе пекомого круга мы должны принять 
пдно из равных расстояний ОА—=ОВ—0ОС, Итак, чрез три 
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строить только один круг. 

114. Если мы соединим еще точкн Ви С и заметим, что 
точка О, будучи равиотдалена от В и С, должна (п°97Т) лежать 
на перпендикуляре ОГ к отрезку ВС чрез его есередпну, то 
придем к заключению, что _ 

Перпендикуляры, построенные к сторонам тре- 
угольника чрез их середины, пересекаются в 
одной точке, которая является центром круга, 
описанного около треугольника. 

Самый круг, проходящий чрез точки А, В и С, называетея 
кругом, описанным около троуг-ка „.1ВС. 

115. Если данные три точки 4, В и С располатаютея на 
одной прямой (чер. 124), то, построив перпендикуляры к отрезкам 

АВ и ВС чрез их середины, мы увн- 
дим, что эти перпендикуляры не пере- 
секаютел (оня пзраллельны, тах как 
'__, перпендикулярны к одной прямой, — 
см. п275). Отеюда заключаем, что чрез 
точки 4, Ви С'в этом елучае построить 
Чер. 194. круга нельзя. Итак, теперь возможно 
дать ответ на вопрое п?113: 

Подрожепие круга определяется тремя точками: 
если эти три точки не расположены на одной пря- 
мой, то чрез них можно построить круг и только 
один, а если три точки расположепы на одной 
прямой, то чрез них нельзя построить ни одного 
круга. 


116. Упражнения. 1. Найтп гсометрическое место центров кругов, 
пмеющих данный радиус п проходящих через данную точку. 
2. Построить пруг данным радиусом. проходящий чрез 2 дапных 
Точки. ы 

3. Дан тупоугольный треугольник: описать около него круг. 
(Центр чекомого круга лежит вне треугольника). 

1. Дан круг (или его чуга); найти центр этого круга (нли дуси). 


117. Вторым вопроеом, подлежащим исследованию, является: 
Каковы могут быть различные случаи взапм- 
ного расположения ирямой и круга? 
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Пуеть имеем прямую АВ (чер. 125) и пуеть точка 0, лежа- 
щая вне этой прямой, служит центром круга. Случай, когда 
центр круга лежит на прямой, был разобран в п°21. 

Станем строить, принимая О 
за центр, круги различными ра- 
диусами. Построим ОС_| АВ. 

Если мы построим круги ра- 
диусамп, меньшими перпендику- 
ляра ОС, то легко видеть, что 
все точки прямой удалены от 
центра О на расстояние, большее 
радиуса круга, и, следовательно, 
круг и прямая, еели ра- 
диус круга меньше перпендикуляра, опущенного 
из его центра на прямую, не имеют общих точек 
(не пересекаются). 

Еели станем строить круги радиусами, болыпими перпендику- 
ляра ОС, то точка © должна лежать внутри одного из таких 
кругов, а так как прямая АБ тянется без конца, то веегдь на 
ней можно найти точки, лежащие вне такого круга. Нам очевидно, 
чго перейтн по прямой АВ от точки С, лежащей внутри круга, 
к точкам. лежащим вне его, можно лишь, пересекая самый круг 
(соображение, сходное с тем, какое дано в начале п°25), т.е. 
в этом случае прямая ЯВ пересекзетея с нашим кругом. Пусть 
точка ДГ есть точка пересечения: тогда ОЛГ есть радиус этого 
круга. Отложив отрезок СЛЕ —= 047 по другую еторону точки С 
по прямой А.Б и соединив О © 4, найдем, что ОМ' —= ОМ, как 
наклонные © равными проекциями (1599). Следовательно, окруж- 
ность пересекает прямую АБ еще в точке ДГ. Других общих 
точек у окружности и прямой быть не может, ибо нельзя из О 
построить еще назлонных в АВ, равных ОМ и ОЛГ. Итак, 
еели раднус окружности больше перпендикуляра, 
опущенного из ее центра на данную прямую, то 
эта окружность имеет е прямою две общих точкн 
(пересекаются в двух точках). . 

Построим, наконец, окружность раднусом, равным перпенхику- 
ляру ОС, тогда точка С принадлежит и кругу и прямой; но всякая 
другая точка С’, расположенная на прямой АВ, не может лежать 


8 


Чер. 125. 
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на круге: соединив С’ 0, получим наклонную ОС’, которая 
больше радиуса круга ОС, — следовательно, точка С’ лежит вне 
круга. Итак, в этом случае окружность и прямая имеют только 
одну общую точку. Такое особенное расположение выражают 
словами: ‚круг касаетея прямой“, или „прямая касается 
круга“; прямая называется в этом елучае касательной к 
кругу, и общая точка С называется точкою касания. 

Итак, могут быть 3 случая расположения круга 
и прямой: 

1) Круги прямая не имеют общих точек (признак: 
радиуе круга меньше расстояния прямой от центра), 2) круги 
прямая имеют 2 общих точки (признак: раднуе круга 
больше расстояния прямой от центра) и 3) прямая и круг 
касаются (признак: раднуе круга равен расстоянию прямой 
от центра). 

118. Итак, 

Прямая касается круга, если ве расстояние от 
центра этого круга равно его раднусу. 

На оеновании этого мы можем 
построить касательную к данному 
кругу чрез одну из его точек. 
Пусть, напр., дан круг О (чер. 126) 
и точка 4 этого круга. Требуется 
построить васательную к кругу чрез 
точку А (очевидно, что точкою 
касания должна служить сама точка 
2). Построим радиус ОЛ и затем 

Чер. 196. нрямую 1/^, расстояние которой от 

центра О равно радиусу ОД, или, 

пругими словамп, прямую ЛГУ чрез точьу 4 перпендикулярно 
в ОЛ (лля этого придется, согласно 0269, продолжить ОД). 

119. В п° 23 была устаповлена зависимость межлу дугами 
одного круга (или равных кругов) и соответствующими им цен- 
тральными углами: равным дугам соответетвуют равные цен- 
тральные углы, большей дуге соответетвует большнй централь- 
ный угол, и обратно. Теперь, пользуясь этим, установим зависи- 
мость между дугами одного (или равных) круга и стягивающими 
их хордами. 
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Пуеть имеем круг О и две дугл АВ и СО (чер. 127), 
причем примем, что каждая дуга меньше полукруга. Соединив 
концы этих дуг с центром О, получим А ОАВ и Л ОСР. 
Если < Ср-= В, то (п° 23) и / СОБ-=/ АОБ, а так 
как, кроме того ОА—=ОВ—ОС—0О, как радиусы, то и 
А АОВ= А СО в, следовательно, 
хорла АБВ — хорде СР. Еели 
© бд АВ, то Х СОР 
>. АОВ; тогда наши треуголь- 
ники имеют по 2 равных стороны, 
но углы между ними не равны. По- 2 
этому к этим треугольникам при- 
менима мысль: „против большого 
угла лежит большая сторона“ (п? 87); 


следовательно, будем иметь: хорда Я 8 
('П>хорды АВ. Наоборот, если 
пам известно, что хорда АВ — хор- Чер. 197. 


де СЛ, то Д 40ОВ—= А СОР (ра 

стороны одного равны соответетвепно трем сторонам другого) 
и, следовательно /Х АОВ — / СОБ, откуда, на оеновапии 
п© 23, заключаем, что «^ АВ`=<./ СР. Если имеем, что хорда 
Ср > хорды АБ, то наши треугольникп имеют по две равных 
стороны, а третьи стороны у них пе разпы; тогда (п? 88) про- 
тив большей стороны лежит больший угол и, следовательно, 
/. 600> Г. АОБВ, отвуда, па основанин п? 23, имеем: < СО 
> > АБ. 


Собирая вместе результаты этих иселедованый, имеем: 


В круге (или в равных кругах) равные дуги стя- 
гиваются равными хордами, большая дуга стягп- 
вается большею хордою. Обратно: равные хорды 
стягивают равные дуги, большая хорда стягивает 
большую дугу. 

120. В пс 24 мы нашло, что окружность спмметрична отно- 
сительно диаметра, т.-е., если перегнухь плоскость по диаметру, 
то одпа ее часть совпадет е другою. 

Чтобы иайти при помоще симметрии новые свойства круга, 
разберем спачала вспомогательный вопрос: 


3* 
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Пусть АВ (чер. 128) есть ось симметрии. Построить как-либо 
другую прямую, чтобы опа была симметрична относительно оси 
АБВ, т.-е., чтобы при перегибапии пло- 
екости по АВ одна часть этой прямой 
совпала с другою. 

Еели мы построим какую попало пря- 
мую, папр СОА, то при перегибании 
она займет положение С’РЕ’ так, что 
ХЕРВ= И ВЬЕ. Теперь легко уви- 
дать, что для того, чтобы прямая еов- 
пала сама с собою при перегибаннии по 
АВ, надо поетроить ее так, чтобы она 
была перпендикулярна к АВ. Еели 

Чер. 138. ИХ] АБ, то АБ служит осью симмет- 
рии для прямой ЛЕМ. 

121. Пусть имеем круг О-и какую-либо хорду АВ (чер. 139). 
Мы можем найти ось епмметрип для всей фигуры, — этою осью 
будет служить диаметр СГ, перпендикулярный к хорде АВ: в 
самом деле, раз СО есть дпаметр, то 
круг симметричен относительно (7), с 
раз АБВ | ОД, то АВ (п° 120) еим- 
метрична относительно СО. Поэтому 
при перегибании по СО фигура СВО “ — 
должна совместиться е фигурою САЛГД. 

н, следовательно, имсем: 1) .44/— М.Б, 
2) < АР ОГ. 


7. (- 
Поэтому: | 
р 


Лиаметр, перпендикуляр- 
ный к хорде, лелит пополам и Чер. 129. 
хорду и стягиваемую ею дугу. 


122. Если построим еще какую-либо хорду ЕЁ! СО 
(чер. 129), то ЕР также симметрична относительно диаметра 
СЬ в, перегибая всю фигуру по (О, найдем: < ЕА—< ЕВ. 
Так как, кроме того, мы знаем, что ЕР || АВ, то придем к 
заключению : 


Дуги, заключенные между параллельнымн хор- 
дами, равны. 
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123. Пусть имеем круг О (чер. 130); постронм какую-либо 
хорлу АВ и вообразим, что эта хорда перемещаетея параллельно 
самой себе (другамн еловами, будем етропть ряд других хорл, 
параллельных АВ). Пусть ОС ееть 
радпуе, перпендикулярный к АБ. 
Станем хорлу АВ удалять от цен- 
тра; тогда дуга, стягиваемая хор- 
дою, станет уменьшаться, а, следо- А 
вательно, и сама хорда (п° 119) 
уменьшается, то-есть: 

Хорда уменьшается с 
удалением се от центра. 

Есть две границы для расетоя- 
ния хорды от центра: 1) если это С 
раестояние равно нулю, т.-е. хорда Чер. 130. 
проходит чрез центр, тогла хорда 
делается паибольшею п обращается в днаметр 1); 2) еели рас- 
етолине хорды от центра равно радиусу, тогда мы зпаем, что 
прямая обращается в кагательную, п сама хорда нсчезает (де- 
лаетея равною пулю). 

Пуеть теперь имеем две каких-либо хорды Ай и ММ 
(чер. 130). Пусть ОС [ АЙ и ОС’ | ММ. Повериув вею 
систему рассмотренных выше хорд, перпендикулярных к ради- 
усу ОС, около центра 0 так, чтобы раднуе ОС пошел 
по ОС’— тогда точкь С совместится в С’ и среди системы 
хорд, перпенливулярлых в ОС, найдется одна, которая еовме- 
етатся с КЙЯ. (Построить эту хорду легко: ЕЯ делитея в 
точке С’ пополам (п° 121); отложим от С дугу, равную дуге С'К > 
и построим чрез полученную точку перпендикуляр в ОС). 
Точно так же среди нашей системы хорд можем пайти одну, 
с которою совмещается ЛЕМ, если ОС еовместится с ОС". Тогла 
1) если хорды &Й и ММ равны, то ови совмещаются с одною и 
тою же хордою нашей системы, — еледовательно, их расстояния 


гм 


') Что дваметр есть нанбольшая из хорд, можно уводать, напр., из 
ААОВ (чер. 197). На основании 0” 90 пмеем АВ < АО-Р ОВ, т.е. хорда 
меньше суммы двух радиусов, а диаметр равен сумме двух радиусов: 
следовательно, хорда меньше диаметра. 
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от центра одинаковы. 2) Гели хорда [М больше хорды КА, 
то ИМ совмещается с большею хордою, чем хорда К, из нашей 
системы, и поэтому хорда № ближе к центру. Итак: 


Равные хорды равно удалены от центра, боль- 
шая хорда ближе к центру. 


124. 1. Постронть касательную к данному кругу, паралле-ьную дан- 
ной прямой. 

Надо построать дпаметр, перпендикулярный к данной прямой, и 
чрез его концы построить к нему периендикулиры. 

Упражнения на свойства хорд и дуг н па свойства, вытекающке яз 
сзмметрии круга. 

2. Разделить нополам данпую дугу круга. 

3. Построен круг и две его хорды. Существует ли для полученной 
фигуры (состоящей нз круга и двух хорд) ось симметрии?.. (Вообще 
говоря, не существует). 

Как надо построить эти 3 хорды, чтобы у полученной фигуры ока- 
залась ось симметрии? Разобрать различные возможные случапн рас- 
положения двух хорд при условип, что ось симметрии существует. По- 
строить для каждого случая ось симметрин (особенно обратить впиманпе 
на случай, когда хорлы не параллельны). Какие следствия возможно 
здесь получить для дуг, определяемых концами наших хорд? 

4. Если построить хорду н параллельную ей касательную, то дуга, 
стлгиваемая хордою, делится в точке касания пополам. 

5. Через точку, данную внутри круга, построкть хорду так, чтобы 
она делилась в этой точке пополам. 

6. Найти геометрическое место середин равных хорд круга. 

7. Построить в круге хорду, чтобы она была равва данному отрезку 
п параллельна ханной прамой. 

8 Прямые, соединяющие концы двух иёраллельных хорд, пересе- 
каются на диаметре, перпендикулярном к хорлам. 

9. Построен круг п хорда АВ. Продолжаем эту хорду ва отрезок ВС, 
равный радиусу круга, ичрез С строим диаметр СЕХ. Тогда — АР =3-_ ВЕ. 
(Соединить центр с точкою В, построить чрез В хорду ВМ |] СО и чрез 
М построить новый дваметр ММ; тогда ММ || АС ит. д.). 


125. Задача 1. Построить круг, касательпый к данной 
прямой- 

Легко видеть, что таких кругов можно построить бесчислен- 
ное множество, причем центры их можно брать где угодно; ра- 
диусом должно служить расстояние выбранного центра от данной 
прямой. 

Задача 29. Построрть круг, касательный в двум данным 
параллельным прямым, 
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Чтобы круг касался данных прямых @ и (чер. 131), центр 
его должен быть равноудален и от а и от 6. Но геометрическим 
местом точек, равноудаленных от двух данных параллельных 
прямых, служит (п° 102) прямая, па- 
раллельная данным и находящаяся иа, ——_ а 
середине расстояния между ними. По- 9-0-- с 
строив это геометрическое меето — 
прямую с (с || а || 6), увидим, что центр ——— ь 
пекомого круга можно брать где угодпо Чер. 131 
на прямой с, а радиус равен половине 
расстоявия между параллельными а и 6$. Таких кругов можно 
построить бесчиеленное множество, и все они имеют одинаковые. 
радиусы. 

Задача 3. Построить круг, касающийся двух перессвающихся 
прямых. 

Пусть даны две пересекающихся прямых а и ЁЬ (чер. 133). 
Центр искомого круга должен быть одпнаково удален ота и 6. 
Пользуясь п? 103, найдем, что 
центр должен лежать на одном 
из биссекторов углов, составляе- 
мых прямыми а и 6. Построив 
эти биссекторы, увидим, что лю- 
бую точку их можно принять за 
центр искомого круга, ралиус 
должен равняться расстоянию вы- 
бранного центра от любой из 
прямых @ или 6. Таких кругов 
можно построить бесчисленное 
множество. 

Задача 4. Построить круг, 
касающийся трех пересекающихся 
в трех точках прямых. 

Чер. 139. Пусть даны прямые а, бис 

(чер. 133), пересекающиеся в 

точках А, В п С. Так как искомый круг должен касаться всех 
трех прямых, то его центр должен быть одинаково удален и от 
а, и от БВ, и от с. Построим сначала биссекторы углов, образован- 
ных прямыми а и 6 при точке С; пусть эти биссекторы суть р 
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и р’; тогда на них располагаются вее точки, равноудаленные от 
а и 6, слецовательно, и нскомый центр должен лежать на 
олном из этих биссекторов р и р’. 


Найдем также гео- 
метрическое место то- 
чек, равноудаленных 
отаис, для чего по- 
строим биссекторы пи 
п' углов при точко В. 
На одном из этих бис- 
секторов также колжен 
лежать искомый центр. 
Отсюда заключаем, что 
центром искомого кру- 
га должна, служить лю- 
бая из точек пересе- 
чения первой пары (р 
и р’) биссекторов во 
второю парою (вип). 

Чер. 133. Таких точек 4: О, О\, О? 

и 0;; одна из них О 

располагается внутри ДА АБС, а остальные вне ого. Следова- 
тельно, искомых кругов 4, радиусом каждого из них служит 
расстояние его центра от любой из данных прямых. Круг, цен- 
тром которого служит точка О, называется кругом, вписаниым 
в треугольник АРС; остальные три круга с центрами О’, 
О и О; называются вневписанными кругами в А АВС. 

126. Мы нашли в предыдущем пб, что точки О и О, одина- 
ково удалены от всех трех данных прямых а, В и с, а, следова- 
тельно, и от двух последних Фи с; поэтому точки О и О, должиы 
лежать на биссекторе тж внутреннего угла А треугольника #ВБС. 
Отсюда имеем: 

Три биссектора внутрепних углов треуголь- 
ника пересекаются в одной точке, а именно—в 
центре вписанного круга. 

Точки О, и О, так же одинаково удалены от прямых В и с; 
нозтому они должны лежаль на биссекторе я” внешнего угла А 
треугольника АВС. Поэтому имеем: 
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Биссекторы внутрепцних н внешних углов тре- 
угольника пересекаются по трп в четырех точ- 
ках, служащих центрами кругов, касающихся сто- 
рон треугольника („сторону треугольника“ здесь надо по- 
инмаль в смысле бесконечной прямой). 


127. Упражнения. 1. Постропть круг, касательный к двум давным 
пересекающимся прямым н одной из ипх в данной точке (2 решения). 

2. Построить круг, касательный к двум параллельным прямым ий 
проходящий чрез точку, данную между параллельными (3 решения). 

3. Даны две параллельных п секущая. Постропть круг, касающийся 
всех трех прямых (2 решення). 

4. Найти геометрнческое место центров кругов, имеющих данный 
радиус и касающихся данной прямой. 

5. Построить круг, имеющий данный радиус н ка‘ающийся лвух 
данпых пересекающихся прямых (4 решения). 

6. Построить круг, проходящий чрез данную точку и касающийся 
данной прямой в другой ланной точке. 

7. Построить данным раднусом круг, касающийся давной примой п 
проходищий през данную точыу (2 решепная). 


т 


Чер. 134. 


128. Теперь нам предстопт раесмотреть различпые случаи 
асноложения двух кругов. В пп? 25 н 26 мы уже изучали во- 
прос о пересечении двух кругов, и нашли, что две общие точки 
двух кругов располагаются симметрично относительно линии цен- 
трэв. Теперь мы можем окончательно установить, что бодее двух 
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общих точек у двух кругов быть не может: в самом деле, мы знаем 
(п? 115), что через три точки можно построить или один круг, 
или ни одного, а допущение, что два круга имеют три общих 
точки, новело бы вк тому, что чрез 3 точки проходило бы 2 круга. 

Итак, 2 круга могут иметь или две общих точки — тогда го- 
ворят, что круги нересекаются, или одну — тогда говорят, что 
круги касаются, или ни олной— тогда говорят, что круги не 
пересекалотся. 

Возьмем два, круга, радиусы которых обозначим одною бук- 
вою каждый: Е иг (причем будем считать В >). Пусть ваши 
2 круга помещены так, что их центры совпадают (чер. 134, по- 
ложение Т); мы знаем, что в этом случае круги не имеют общих 
точек и называются концентрическими. Станем затем круг © 
меньшим раднусом отодвигать вправо, — перейдем к положе- 
нию Ц; здесь один круг лежит внутри другого (общих точек у 
них нет), но пх центры О и О, не совпадают. Назовем рас- 
стояние ОО, между центрами чрез 4. Мы имеем (см. положе- 
ние П): ОА—04—=00-- АА или ОА— 0,4, > 00, изя 
В—у> а, ина < В —; с другой стороны, очевидно, Я В-*. 

Эти два, неравенетва, 


ЧП ги а« И 


служат характерною особенностью рассматриваемого положе- 
ния Ч. 

Передвигая меньший круг дальше в том же паправлении, при- 
дем к положению Ш, в котором круги имеют одну общую точку. 
Прежде всего нало заметить, что эта общая точка непременно 
лежит на линии центров; в самом деле, предположоние, что эта 
точка лежит вне линии центров, влечет з& собой следствие, что 
у кругов нмеется и другал общая точка, симметричная с первой 
относительно линни центров. Пусть эта общая точка есть 4, так 
что ОО,.А есть прямая линия. Тогда имеем: 00, —=ОА — О.А 
или Ч—=В—7; © другой стороны, очевидно, что а В-|- г. 
Поэтому для положения ПП имеем: 


4—= В ти В+ 


Говорят, что в этом случае круги имеют внутреннее 
касание. 
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Передвигая круг О, дальше, придем к положениям ТУ или \, 
в которых круги имеют 2 общих точки. Рассматривая здесь 
А 00,4 и пользуявь пп? 90 и 91, имеем: 


00, > 0А—0,А и 00, < 0ОА-- 0,4 
или >в -гиа< п-т. 


Передлвигал чальше круг О, перейдем к положению УТ, в 
котором олин круг лежит вне другого, и оба круга имеют общую 
точку 4, лежащую на линии центров ОО,. Злесь имеем: ОО, —= 
—- ОАО илл Ч—=В--т; © лругой стороны, очевидно, что 
4>> В—г. Итак, для №] положения имеем: 


а>Е—ги а=А-Гх. 


Говорят, что в этом случае круги имеют внешнее ка- 
сание. 

Передвигая вкруг О, еще дальше, придем в положение №1, 
где кругн расположены один вне другого и общих точек ие 
имеют. Здесь имеем: ОО, -—=0ОА-- АА, -- 410, или ОО, > ОА-- 
-- 41 0,, или а>> В-- г; с другой стороны, очевидно, что 4 >> Е — г. 
Поэтому для положения УП имеем: 


>И тиа>Е- и. 


Присоеднним еще сюда, что для положения Г (круги концен- 
тричны) имеем 4—0 (это есть частный случай положения И). 

Для каждого из 5 возможных случаев положения двух кругов 
(Г, ЧЬ ТУ и\, УГ УЦ) имеется своя зависимость между рас- 
стоянием центров, суммою и разностью раднусов. Поэтому обрално: 
каждая из этих зависимостей может служнть признаком, по кото- 
рому можно судить о расположении двух кругов (см. упражне- 
ния п° 130). 

129. Рассмотрим положение ПТ и УТ (чер. 134); здесь круги 
касаются. Если через точку касания А построим ВС 1 ОА, то 
будем иметь ВС | 0,4 и, следовательно, ВС окажется касатель- 
тою и к кругу Оик кругу Оз, то-есть 

Два касающихся круга пмеют в точке касаная 
общую касательную. 


132. Упражнения. 1. Построена трапеция, вмеющая площадь; затем 
построены дна круга, дааметрами которых служат паразлельные стороны 
транеции, а расстояние между пх центрами равпо средней Зинин этой 
трапеция. Каково расположение этих кругов? 

2. Одна из параллельных сторон трапеции, пмеющей площадь, 
в дна раза более другой. Построены 2 круга, радпусами которых слу- 
жат параллельные стороны этой трапеции, а расстояние между их цен- 
трами равно средней линпи этой трапецая. Каково расположение этих 
кругов? ` 

3. Построена трапеция, ие пмеющая площади; затем построены два 
круга, хиаметрамп которых служат параллельные стороны этой тране- 
ции, а их центры расположены на расстоянии, равном средней линии 
этой трапеции. Каково расположение этих кругов? 

4. Построен круг; его раднус разделен на 5 равных частей и затем 
строят новый круг, принимая за его центр точку, отетоящую от центра 


на расстояние, равное ъ_ радпуса первого круга, п 33 его радиусе 


отрезок, равный 5 радпуса первого круга. Капово расположенне этих 
пругов? 

5. Радпусы двух кругов раввы соответстневно двум сторонам дав- 
ного треугольника, а расстояние между пх центрами равно периметру 
этого треугольпика. Каково расположение этих кругов? 

6. Дан треугольник, стороны которого равны а, Ъ я с. Затем по- 
этроены два пруга: диаметр одпого пз них— а, дпаметр другого —Ъ--е 
и расстояние между центрамн равно мелпаяне этого треугольника, деля- 
щей пополам сторову а. Каково расположение этих кругов (см. п° 95)? 

т. Если чрез точку пересечевпия дпух кругов провести их диаметры. 
то концы этих диаметров лежат на одной прямой с другою точкою ие- 
ресечевия кругов. 

8. Если 2 круга касаются, то прямая, проходящая чрез точку каса- 
ния, нересекает эти 2 круга в двух таких точках, что радиусы кругов, 
проходнщие чрез эти точь, параллельны. 

131. Задачи на построение. 1. Найто геометрическое место центров 
кругов, касающихея двух данных концентрических кругов. 

Это геометрическое место распадается на два: ва одном расположены 
центры тех кругов, которые имегот с одним из данных внутреннее ка- 
санпе, а с другим — внешнее; на другом расположены центры кругов, 
имеющих с обоими данными внутреннее касание. 

2. Даны 9 концентраческие круга п точка между ними. Постройть 
круг, касающийся обонх данных п проходяншй чрез данную точку. 

3. Построить круг, каслющийся данной прямой и данного круга, 
последнего в данной точке. 

Так как вскомый круг касается данного, то в точке касания, кото- 
рая дана, эти кругп имеют общуто касательную, которую можем построить. 
Тогха задача сведется к построению круга касательного к двум дапным 
прямым п одной из них в ланпой точке. 
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4. Построить данпым радпуеом круг. касающийся данного круга п 
проходящий чрез данную точку- 

Сначала откинем последнее требование, чтобы круг проходил чрез 
данную точку, п найдем, гле расположены центры кругов данного ра- 
диуса. касающихся данного круга. Потом отбросим требование, чтобы 
круг касался данного круга п найдем, где расположены центры кругов 
данного раднуса, проходящих чрев дапнутю точку. После этого легко 
найти центры кругов, удовлетворяющих обоим требованиям. 

5. Построить данным радиусом круг, касеаощийся двух давных 
кругов. 

Тот же прием, как для предыдущей задачи. 

6. Построить данным радиусом круг, касательный к данной прямой 
п к данному кругу. (Тот же прием). 

7. Построить круг, проходящий чрез данную точку п касательный 
к данному кругу в данной точке. 

Спачала найдем геометрическое место центров кругов. касающихся 
данного в данной точке, затем геометрическое место центров кругов, 
проходящих чрез две данные точки. 

8 Построить круг, касающийся данного крута н данной прямой, 
последней в данной точке. 

9. Чрез точку нересечения двух Бругов построить прямую так, 
чтобы получить две равных хорды. 

Предположим. что задача решена; построим чрез центры кругов 
перпендикуляры к нашей прямой. Тогда получим травецию, средняя 
линия которой вполне определена и может быть построена предвари- 
тельно, — опа соедпияет точку пересечения кругов с серединою расстоя- 
нин пх центров. 


ГЛАВА ХИТ, 


Углы в круге. 


132. Мы уже знакомы с центральными углами. Построим 
теперь угол, вершина которого лежит на окружности и стороиами 
служат хорды. Такой угол называется вписанным в круг. 
Пусть построен / АВС (чер. 135, Г или П]), внисзпный вкруг О. 
Он опирается на дугу АС. Построим още центральный 
С АОС, онирающийся на ту же дугу. Тогла между Х АВС и 
Д. 4АОС существует простая зависимость. Для ее выяснения по- 
строны днаметр ДВ — мы будем сначала рассматривать случай, 
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когда этот диаметр идет внутри / АВС, — получим два равно- 
бедренных треугольника — Д АОБ и А -ВОС, у которых углы 
при основании равны: на чертеже равные углы обозначены 
одним и тем же нумером, — Д 4—=Д АВО= Ги /С:-= 
= СВО=/ 3. 

Тогла / АО является внешним для Д АОВ, и он равен 
сумме внутренних с ним несмежных, т.-е. 


ДАРИТЕ 1—=2 1. 


Чер. 135. 


Такхе / ПОГ есгь внешний для Л ВОС и, следов., 


Д оби 3=2 (2. 
Отсюда сложением находим: 


д 4006= / дор д рОС—=2 1-2 Д3-= ИИ = 
— 3 Д В, где под обозначением / С понимаем / АВС. 
Итак, 
Д406=3 ДАВС 


ИЛИ 
‚1 ._Д.40С 
ДАВС д де == — . 


Гели одна из сторон вписанного угла прохолила бы чрез 
центр, то дело упрощалось бы и еще скорее получилась бы та 
зке зависимость. Например, для вписанного угла АВГ имсем: 


ДА0р=3 ла Д АВР паи Д АВЬ=Ь. ДАОБ=. 
_ ДАО 
лор. 


= 


— 123 — 


Рассмотрим теперь случай, когда диаметр ВО проходит, вне 
угла. АВС (чер. 136). Тогда, согласно предыдущему, имеем: 


1 
Д АВЬ Д АО, 


Д СВР-=1 Д.60Т, 


так как одна сторона углов АВЬ п СВР служит днаметром. 


Вычитаннем находим; ° 


Д АВО= д АВ Д СВР Д 40р—1 Д СО. - 


= (Дор — д сор = 49—29. 


| 


По разность Х А0ОР— / СОР равна / ЛОС, следовательно, 
406 


р. 


д авс= 


Итак, найденная зависимость справедлива для всех возмол:- 
ных случаев. Позтому имеем: 

Вписанный угол равен по- 
ловине центрального угла, 
опирающегося на ту же дугу. 8 


133. Если хорду АБ (чер. 136) 
вращать по паправлению от ВС вокруг 
точки Б, то вписанный угол АВС я 


станет увеличиваться, но все время 


булет сохраняться найденная выше 
зависимость между вписанным и цен- 
тральным углом. Наконец, прямая АВ 
С 
р 


может сделаться касательною к кругу 

(чер. 137) и тогда получим ДХ АВС, 

составленный хорлою п касательною; Чер. 136. 

если касательную продолжить, то по- 

лучим другой такой же / ДВС. Уже из того процесса вращения, 
которым мы перешлн от внисаниого угла вк этому новому углу, 
видно, что угол, составленный хордою и касательною, являясь 
предельным случаем вписанного угла, должен подчиниться той же 


. 


=“ -—= ыы р = - т. ' .- = =. ы + м 
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зависимости, которая была найдена в продыдущем п? для впиеан- 
ног® угла. По возможно то же самое увидать иначе. Рассмотрим, 
например, / СБШ (чер. 137). Построим диаметр ММ | ВС и 
соединим точку касания В с О; тогда ВО 1 АХ. Так как Л КБО 
прямоугольный, то / КВО-- / КОВ—а, но Д АБВО—аА пли 
ХАВК--/ КБО-А. Отсюда заключаем, что / КОБ=/ АВК, 
так как каждый из этих углов дополняет один н тот же Х/ АВО 
до прямого. 


2 


Чер. 137. Чер. 188. 


Но / СВЬ==выпрямлениому углу — Х/ АБЕ и / ВОМ—= 

—выипрямленному углу— / КОВ. Следовательно / СБО== 
‚ _(.СОВ , 

—=/ ВОМ=* —5 › Где под именем /. СОБ надо понимать 
угол, болыпий выпрямленного и который оинраетея на дугу 
СМБ. Так как / СМВ виисанный и опирается на дугу СМБ, тон 
Д. СМБ равен половине того же центрального угла СОБ. Отсюда 
заключаем, что / СВ. / СМБ. Также (еще проще) можно 
получить, что / АВС— / СМБ (углы ОМБ и СМБ на чертеже 
не даны). Этот результат можно выразить в следующей форме: 

Угол, составленный хордой п касательной, ра- 
вен винсанному углу, опирающемуся на дугу, за- 
ключенную внутри первого угла. 

134. Постропм в круге О (чер. 138) диаметр АС и какой- 
либо винеанный / АВС, опирающийся па полуокружность АРС 
или, как часто говорят, опирающийся на диаметр АС. 
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Тогда ДАВС = Д. АОС, но ХАОС выпрямленный; еледо- 
вательно, / АВС-=И, т.-е.: 


Вписанныйугол, опирающийся на диаметр, — 
прямой. 

135. Поетроим в круге какую-либо хорду АБВ (чер. 139) и 
ряд вписанных углов, опирающихся из ` АВ: /. О, / С; ит. д. 
Тогда каждый из этих углов к 
равен половине центрального 
угла, опирающегося на дугу А.Б» 
и следовамельно / ('— ХС. -=..' 

Этот результат можно истол- 
ковать в следующей форме. Пусть 
в точке С помещен наш глаз, 
тогла лучи зрения, илущие из 
глаза к концам отрезка АБ, со- 
ставляют / АСВ, — говорят, что 
из точки С отрезок 4 В виден под 
углом АСВ. Переместим наш 
глаз в точку С; тогда отрезок Чер. 139. 

„АВ будет виден под углом 4СВ, 

который равен прежнему. Вообще, в какую бы точку дуги АСРВ 
мы ни поместили наш глаз, отрезок 4Р будет виден все под 
таком же углом. | 

Поместим теперь нзли глаз в какую-либо точку ЛГ, находя- 
щуюся внутри круга; тогда из этой точки отрезок АБ буде 
виден под углом АМБ, который уже не равен прежнему: про- 
должив .41/ до пересечения © окружностью в точке ДР) и соеди- 
нив До В, получим А МБО. для которого /. АМВ есть внеш- 
ний, и, следовательно, / АВ /АШВ или Д АМВИ( 
(ибо / АРВ— _ С). 

Поместим теперь глаз в кавую-либо точьу „М вне круга. 
Чтоб упростить чертеж, возьмем точку У на продолжении прямой 
АЛ; тогда из точки № отрезок ЯВ виден под углом АХ. Рас- 
смалривая Л ВЛОМ, найдом / АРВ Г М (ибо / АРБ внеш 
ивй для Л БО) пи / ХХ И АБВ ши / МХ / С, т.. из 
виешнсй точки отрезок ЯВ виден под меньшим углом, Чем из 
точек дуги АСОБ. 


— 126 — 


Заметим, что мы здесь должны брать точки С, ЛГ и № только 
по одну сторону от прямой 4В. 

Общим результатом предыдущих изысланий является за- 
плючение: 

Геометрическим местом точек, из которых ка- 
кой-либо отрезок виден под олним и тем же углом, 
есть дуга круга, проходящего чрез концы этого 
отрезка. 

Если бы мы захотели рассмотреть точки и по другую сторону 
прямой АВ, то нашли бы и © другой ее сторопы такую же дугу, 
тах что полное геометрическое место указанных точек состоит 
из двух луг (см. чер. 140). 


д С В 
Чер. 110. Чер. 141. 


136. Построить геометрическое место точек, из 
цоторых данный отрезок виден под данным углом. 

Пусть дан отрезок АБ и угол ж (чер. 141). Построить геоме- 
трическое место точек, из которых АБВ виден под углом т. 
Постараемся сначала найти одну точку этого места. Чрез точку 
А построим произвольный» луч -1М№ и на нем выберем произволь- 
ную точку 27, при которой постропм / АМОС— И т. Тогда за- 
мечасм, что из нашей точки ЛГ виден под углом т не вееь 


отрезок АБ, а лишь его часть АС. Но теперь не трудно на луче . 


АМ найти такую точку, пз которой весь отрезок АВ виден под 
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углом т, для чего следует построить чрез точку ВБ прямую 
ВМ || СМ, — точка № пересечения луча АХ и БХ п явится 
искомою точкою. Чтобы получить искомое геометрическое место, 
остается построить круг чрез точки 4, Мп В, что мы умеем 
делать (п°113). . 

Вот другой способ построения того же геометрического места- 
При точке А (чер. 142) отрезка 
АВ поетроим / ВАЮ—ть зачем 
построим чрез середину отрезка 
АБ перпенликуляр СО к этому 
отрезку и 40 | 47); точка пе- 
ресечения О этих двух периен- 
дикуляров служит центром иско- 
мого круга; так как О лежит на, 
СО, то круг, описанный радиусом 
ОА, принимая О за центр, прой- 
дет и чрез точку В; / 40б- 
—и ВАР (т, ибо / 40 
и / ВАР каждый в отдельности 
дополняет / ОАВ до прямого, Чер. 149. 
но / .40С есть половина цен- 
трального угла АОБ; поэтому всякий вписанный / АМВ полжен 
равняться /_ ЛОС и; следовательно, — И. т. 


137. Упражиеиня. 1. Найти точкл. из которых два данных отрезка 
видны под прямымн углами. 

3. Найтп точки, из которых два данных отрезка водны каждый под 
данным углом. 

3. Построить треугольник по основанию, противолежащему углу и 
то высоте. 

Греугольников, имеющих дзнное основание п данный противолежа- 
щий угол, можно построить бесчисленное множество: вх вершины рас- 
положены на том же геометрическом месте точек, из которых данное 
основание водно под данным углом. Остается средп этих вершин пы- 
брать те, которые удалены от основания на расстояние, равное давной 
высоте, для чего строим прямую, параллельную основанию и отстоящую 
от него на расстояние, равное данной высоте. 

4. Постропть треугольник по основанию, медпане в углу при вер- 
шине. 


138. В круг О (чер. 143) впишем какой-либо четыреуголь- 
ник (выпуклый), для чего возьмем 4 точки 4, Б, Си Д круга 


9* 
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и соединим их по порядку прямыми. Рассмотрим позученные 

вписанные углы. Построив раднусы О.4 и ОС и называя 2 полу- 
ченных центральных угла тия, а 
именно / .10С, опирающийся на дугу 
АВС, обозначим т (он меньше выпря- 
мленного) и /. 4ОС, опирающийся на 

А дугу АРС, обозначим я (он больше 
выпрямленного), найдем: 


<> 


т р 
‚П:= ун ‚ В== > 


097% | А — 
ы Сложением отеюда получим: 


Чев. 143. ИРИ В-=- и ы 


но углы т и п в сумме составляют два выпрямленных угла, (что 
легко увидать, продолжив, напр. сторону (С) или 4 прямых угла: 


Ш У 
поэтому и — выпрямленному углу-- 24 п, следовательно, 
ДРИ В=э4. те 


То же можно получить и для суммы углов А и (. Поэтому 
имеем: 

Во всяком вписанном в круг вынуклом четыре- 
угольнике сумма противоноложных углов равна 24. 

Найденное свойство является необходимым признаком 
вписанного в круг четыреугольника, т.-е., если 4-угольник вписан, 
в круг, то необходимо, чтобы сумма двух противоположных 
углов ==24. Посмотрим, достаточен ли этот признак для того. 
чтобы четыреугольник мог быть вписанным, или, другими словами, 
чтобы около него можно было бы описать круг (ведь, вообще 
товоря, через 4 произвольно взятых точки нельзя построить 
окружность, так как она определяется вполне тремя точками п 
может, слеловательно, не пройти чрез четвертую точку). 

Пусть имеем 4-угольник АВСЛ такой, что /ВРИДР=24а 
(чер. 144). Прежде всего заметим, что тогда непременно сумма 
двух других углов, т.е. / А--/ С, тоже равна 24: в само» 
деле, мы имели (п°81), что сумма всех четырех углов четыре- 
угольника —44; так кав Х/ В-/ РЫ— 24, то, следовательно, 


гаи С=3а. 
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Ностроим чрез гри точки 4, Би С круг, что делать умеем; 
возникает вопрос: пройдет ли он чрез точку РБ или нет? Допустим 
начала, что точка 7) окажетея вне круга и последний пересечет 
сторону АД в точке Е. Соелинив Си Ё, получим 4-угольиик 
АБСЕ, воисанный в этот круг, 


и тогда имеем: 
\ 
ИВ. 


Сравнивая это равенство с дан- 
ным, что / В-- / Р= 34, придем 
к заключению, что / Е—._ 0 
{суммы равны и одно слагаемое 
одинаковое, следовательно, п лру- 
гие слагаемые равны), но этого 
быть не может, так как /^ И 
{точнее / 180} есть внецший Чер. 134. 
для АЕСТ, а / Г впутренний. 

Донустим, что точка ДР’ окажется внутри круга и последний 
пересечет продолжение стороны 4Л в точке Ё. Тогда Д/ В-- 
--Х Е—34, так как 4-угольник АВСРЕ вписанный. Сравнивая 
< данным равенством / В-- / Р=3а, получим, что / ИЕ 
чего быть не может, так как / ГП) есть внешний, а /.Ё внутрен- 
ний угол для А ОСЕ. 

Остается, следовательно, принять, что круг пройдет чрез 
точку Ди что, следовательно, около данного четыреугольника 
можно описать круг. Итак: 

Если в выпуклом четыреугольнике сумма про- 
тивоположных углов равна 94, то около него 
можно описать круг. 

Четыреугольник, около которого можно описаль круг, назы- 
зают часто вписываемым. 

Прямое и обратное заключение этого п? можно выразить в 
иной форме: . 

Для того, чтобы выпуклый четыреугольник был 
вписываемым, необхолимо и достаточно, чтобы 
сумма его двух противоположных углов равня- 
лась 24. 
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Упражнения. 1. В каком случае около параллелограмма можно опн- 
сать круг? 
2. В каком случае можно описать круг около трапеции? 


139. Задача. Построить касательную к данному 
кругу чрез точку, данцую вне круга. 

Пусть дан круг О и точ- 

8 ка А вне сго (чер. 145). 

Требуется чрез А построить. 
касательную к кругу. 

Соединив центр круга О 
© даниою точкою 24, при- 
мем отрезок ОА за диаметр 
нового круга. Построив этот 
второй круг (его центр есть 
середина отрезка О), най- 

Чер. 145. дем его точки пересечения 
В и С с первым. Тогда 
прямые .1Ё и «С служат касательными из точки -1 к кругу 0. 

В самом деле, соединив 2 с О, получим / ОВА, вписанный 
во второй круг и опирающийся на его диаметр О.А; такой угол 
прямой (п°134), следовательно АБВ | ОБ, а этого достаточно. 
для того, чтобы прямая -1Б была касательиой к кругу (10° 118)- 
Также выясним, что АС есть касательная к кругу ‘О. 

ОЛ есть линия центров наших кругов, 
ноэтому она является осью симметрии всей 
фигуры: перегибая фигуру по оси ОА, 
найдем, что Б совместится с Сп АВ с 
АС, т-е. АБ== АО. Итак, вмеем: 

Чрез точку, взятую вне круга, 
можно построить двекасательных 
к этому кругу, и отрезки их от 
данной точки до точек касания 
равны между собою. Чер. 146. 

140. Построим треугольник, описанный 
около груга; для этого возьмем 4 точки 4, Б. Си Ш данного 
вруга (чер. 146) и построим чрез эти точки касательные к кругу, 
точки пересечения М, № Ри О последовалельных касательных 
служат вершинами этого четыреугольника. 


с 
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Выбор 4 точек 4, В, Сн Ш песколько ограничен: две со- 
седних точки не должны лежать на одном диаметре круга; напр., 
если бы точки Ви С были концами одвого диаметра, то каса- 
тельные в них были бы параллельны и вершины М нельзя было бы 
найти. 

Применяя к получениому описанному 4-угольнику ЛГХУРО 
свойство касательных предыдущего п°, найдем: 


МА— МВ—а; МВ= Хб-5; РО РЬ=е; ОР ола, 


где мы ввели обозначения а, В, си @ для четырех пар отрезков, 
равных между собою. 

Мы можем скомбинировать 8 полученных отрезков в две 
группы, по 4 в каждой, равных попарно отрезков. Такая ьомби- 
нация напрашивается сама собою. Возьмем сумму двух противо- 
положных сторон четыреугольника: 


МХ-|- Ро—=мМВ-- ВМ-- РО-- Ро а-Ь-фНе-га. 
Также для двух других сторон найдем: 
91/-- РИЕОА- 431 МО ОР-а-Ра--ь с. 
Отсюда заключаем; | 
их-- РОо—=о--РМ 


т.е. сумма двух противоположных сторон описан- 
ного четыреугольника равна сумме двух других 
сторон. 

Найденное свойство является необходимым признаком 
описанного 4-угольника, т.-е., если 4-угольник описан около круга, 
то необходимо должно иметь место найденное свойство. 

Посмотрим, является ли это свойство достаточным пр 
знаком для того, чтобы при сго наличности этот четыреугольник 
мог бы быть рассматриваем, как опосанный около круга, т.-е. до- 
статочно ли этого свойства для того, чтобы в чзетыреугольник 
можно было вписать круг (внисать круг в 4-угольник значит 
построить такой круг, который касался бы всех четырех его 
сторон). 
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Нусть имеем 4-угольник МИМ№РО (чер. 147), у которого 
ИМ-- ОоРЕМО-- МР. 

Построим круг, касающийся прямых 1, ИХ и МР, чтобы 
его центр лежал внутри полосы ОММР (п’125 задача 4). Воз- 
никает вопрос, коснется ли этот круг сто- 
роны ©Р? 

Допустим, что круг не коснется стороны 
ОР и расположится внутри +4-угольника 
ОМАР. Тогда, построив чрез © вторую 
касательную ОА к кругу, которая пересечет 
сторону ХР в точке А, получим онисанный 
4-угольник ОЛЕХЕ, для которого имеем: 


Чер: 147. ИХ ОВ= Мо-- ХВ. 


Вычитая это равенство по частям из данного, найдем: 
ОР ОВ—=МР— МВ или ОР ОВ= ПР. 

Но это равенство противоречит свойству треугольника ЕВРО 

(пб 91), согласно которому должны иметь 
ВР ОР— ОА. 

Допустим затем, что круг пересекает сторону ОР. Тогда ка- 
сательная в этому кругу чроз точку @ займет положение 05 и 
пересечет сторону МР в точке 5. ПШз оиппеанного 4-угольника 
ОЛММ5 имеем: 

ИХ-- 95 —= М0 №5. 
Вычитая отсюда данное равенство 12М-|- ОР—= М9 КР по 
частям, получим: 
05— ОР М№5— МР или 08— ОР Г, 
что опять-таки невозможно, так как из треугольника ФОР имеем: 
25 > 05 — ОР. 

Поэтому остается принять, что построенный нами круг ва- 
сается и стороны ОР, те. в наш 4-угольник удалось вписать 
круг. Нтак: 

Если сумуа двух противоположных сторон вы- 
пуклого четыреугольника равна сумме двух дру- 
тих его противоположных сторон, то в такой 
четы реугольник можно внисать круг. 
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Четыреугольник, в который можно вписать круг, называется 
хписываемы м. Прямое н обратное заключения этого п° можно 
еще выразить в такой форме: 


Для того, чтобы чотыреугольник был описы- 
ваемым, необходимо и достаточно, чтобы сумма 
одной пары его противоположных сторон равня- 
лась сумме другой пары. 


Упражнения. 1. Пайти необходимый и достаточный при” 
знак того, чтобы параллелограмм был описываемым. 

2. Нусть около данной трапеции можно описать круг и в нее 
можно вписать круг. Показать, что каждая из непараллельных 
етороп этой трапеции равна ее средней линии. 


141. Упражнения на всю главу. 1. Свойство углов рвипсапнего в круг 
4-угольника, найденное в п” 18$, можно выяенить вным способом. По- 
<тронм диагональ БГ) (чер. 143) четыреутольника и касательную МК к 
пругу в точке В. Тогда / АПС— Д МВА -- МВС (на осн. п? 138). Отсюда 
можно увидать, что / В-- / Б-= выпрямленному углу (на чер. 143 ВО 
и МК не даны). 

2. Геометричесиим местом середин хорд, проходящих чрез данную 
точку внутри данного круга, служит другой круг, днаметр которого есть 
прямолинейный отрезок между центром данного круга п данною точкою. 

3. Отрезкп прямых, проходящих чрез точку пересечения двух кру- 
гов, ограниченные двумя другими точкамн пересеченил с этими кругами, 
видвы из другой точки пересечения кругов под ом и тем ске углом. 

Следует постропть 2 таких отрезка и углы. под которыми онп видны 
из Другой точки; тогла можно заметить, что каждый пз углов слагается 
из двух другнх углов: одно слагаемое общее п другие слагаемые раввы 
между собою. 

4. Найти точку, из которой стороны треугольнийа видны под равными 
углами. 


1 
(Надо суметь построить угол ==1; 4). 


5. Около треугольника описан круг; пз какой-либо точки этого круга 
опущены перпендикуляры на его стороны. Основания всех трех перпен- 
дикуляров расположены на одной прямой (прямая Симсона). 

Надо найти четыреугольники, около которых можво описать круги, 
# рассмотреть полученные гписанные углы. 

6. Биссекторы внутренних углов какого-либо четыреугольника обра- 
зуют, пересекаясь, впосываемый 4-угольнак. 
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ГЛАВА ХМ. 


Особые точки треугольчика. 


142, В п? 114 мы нашло, что `перпендикуляры к сторонам 
треугольника чрез их серехииы пересекаются в одной точке, а 
именно в центре круга, описанного около треугольника. 

В 12126 мы нашли: Т) биссекторы внутренних углов тре- 
угольника пересокалотся в одной точке, а именво в центре впи- 
санного в этот треугольник круга, и 2) биссекторы двух внешних 
углов треугольника и биссектор одного вниутрелиего утла пере- 
секаются в одной точке, а именно в центре круга, вне-випеанного 
в треугольник. 

Кроме этих особых точек треугольника, рассмотрим еще сле- 
дующие: 

143. В треугольнике АБС (чер. 148} постройм его три высоты 
{на чертеже начерчепы лишь части этих высот). Можно увидать, 

что они все три нересе- 
м каютея в одной точке (с 

этим свойством мы уже 
встречались в по71). Для вы- 

яенения этого чрез точку 4 

постронм прямую РМ || БС, 

зрез В — Ра || АС и чрез 

1— ММ|| АБ. Тогда по- 

лучим новый треугольник. 

„УУР, для которого точки 

^ 4 Ви С служат серодинамн 

Чер. 148. сторон. В самом деле, АБС 

есть параллелограмм, — еле- 

допательно, 4А№— 20; также АСВР ость параллелограмм, — 
следовательно, 1Р— ВС, откуда вытекает, что 4№— АР. Также 
выясним, что В есть середина Рл/ и С середина 27. Выеота АД 
нашего треугольника перпендикулярна к ВС, но РХ|| ВС, следо- 
вательно, (ДО | РХ; также найдем, что н другие высоты нашего 
греугольника соответственно перпендикулярны к МР ик ММ. 


Р 
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Мы видим таким образом, что высоты Д -ЁВО являются пораен- 
дикулярами к сторонам Л ЛГМУР чрез их середины, а об них мы 
уже знаем, что они пересекаются в одной точке, а именно, в 
центре круга, описанного около Л ЛГУР. 

144. Интересны следующие свойства точки пересечения вы- 
сот: 1) Пусть имеем Л АВС (чер. 149) и его высоты пересекл- 
ются в точке Н. Рассмотрим затем Л АВН: легко увидать, что 
его высотами служат прямые АС, ВС и СЕ, которые пересека- 
ются в точке С. Также высоты треугольника АНС пересекаются 
в точке В и высоты треугольника БИС в точке 4. 

2) Пусть для Л АВС, у которого все углы острые (чер. 150), 
высоты АР, ВЕ и СР пересекаются в точке Н. Соелиним пря- 
мыми точки О, Ги Е; получим А РЕЕ Около 4-угольникаь 


Чер. 149. Чьер. 150. 


ФНЕС можно описать круг, так как / НОС- / НЕС 34 
{ибо каждый из этих углов прямой), тогла / НРЕ=/ НСЕ, 
так как эти углы окажутся вписанными в указаннный круг, опи- 
рающимися на, олну и ту же его дугу НЕ. Также, описав круг 
около 4-угольника ВЕНО (/ ВЕН—=4и / ВОН-=4,, найдем, 
что / ЕБН= / ЕВН, как виисанные, опирающиеся на одну н 
ту же дугу ЕН. Но / НСЕа— / А, так как А АЕО прямо- 
угольный и сумма острых его углов / А-- / ЕСЕ-=4. Также 
найдем, что Х ЕВН=а— ДА: поэтому / НСЕ= /Х ЕБН и, 
следовательно, / ИРЕ= / НОЕ, т.е. АХ является биссектором 
внутреннего угла ЛА ОЕЕ. Также найдем, что БЕ и СР суть 
другие два бисеектора. Поэтому точка Н является центром круга. 
вписанного в треугольник ОЁЕ. 

Если данный треугольник имеет тупой угол, то точка пере- 
сечення его высот лежит вне треугольника и является центром 
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вне-вписанного круга в треугольник, вершинами которого служат 
основания высот. Напр., точка С (чер. 149)-— точка высот 
ЛА АБИ— служит центром вне-вписанного круга в А ДЕЕ. 

3) Пусть в А АРС (чер. 151) имеем АД | ВС, БЕ | АСи 
точка пересечения этих высот Н); затем пусть 47 и № середины 
сторон Ви АСи МО | ВС, М№О | АС, — тогда О есть центр 
круга, описанного около А .[БС. Построив отрезок ЛМ, найдем, 
что он есть средняя линия Л 4ВС и поэтому ЛЕМ || АВи ИХ 
4. Построим среднюю линию АЛ треугольника АНБ; тогда 

А 


; В . . 
8] АВ и К ”. Отеюда заключаем, что КТ = ИМ. Далее 


= 


найдем, что ‚’” КГН = / ИМХО, как углы © параллельными сто- 


А 


Чер. 15]. Чер. 152. 


ронами (0№|| ВЕ, так как обе эти прямые перпендикулярны к 
АО) и также, что Х КНИГ = /. МОМ по той же причине. Отсюда 
заключаем, что Л АНЕ= А МОХ п, следовательно, 017— НА, 
но НА есть половина отрезка АН (ибо АЛ срелияя линвя 
А АНВ,, который называют иногда. верхним отрезком высоты А.Б. 


Поэтому имеем 0{— Т-НА или НА —2 01. Это свойство можно 


выразить в такой форме: 

Точка высот треугольника отстоит от его вер- 
шипы вдвое дальше, чем центр описанного круга 
от противоположной стороны. 

145. Построим теперь две медианы ДАВС (медраною назы- 
вается прямая, соединяющая вершину треугольника © середянзю 
противоположной стороны), — пусть они суть АЛ и Б.Х (чер. 152) 
п пуеть их точка пересечения есть 6. Построив отрезок МА— 
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ИМ-.: АВ 


. Ностроим также среднюю линию ЕТ. Л АБВ (сле- 
ховательно, К есть середина 15 и Г, — середина В5); тогда, имеем. 
ЕТ. || ЧВ и кт АВ. Отсюда заключаем, что ЛПУ-= КТ. Не- 


трудно видеть, что Л &ЛГУ— А ААГ, так как у них ИХ КЕ, 

ИД Х=ИГи/ М = К, как внутренние накрест-лежалие при 

параллельных. Следовательно, 5.41=К5, но Аб — АК (К соре- 
Ал 

дина 45), — следовательно, 8 —= ©А = АА или $2/— г ‚ Т.-е. 


медиана 2. отсекает от меднаны .41Л/ ее третью часть; также 
х 1 

5—5 ВХ. Если теперь построить третью медиану СР тре- 

угольника АВС, то ин она должна отсечь от ЛГ отрезок, 


1 : . 
равный - А 1, т.-е. должна пройти чрез ту же точку 3. Итак: 


Три медианы треугольника пересекаются в 
одной точке, причем отрезок каждой медианы от 


В 1 “ 
этой точки до стороны треугольника равен -; всей 


меднаны.- 
Точка пересечения меднан называется центром тяжести 
этого треугольника. " 


146. Три точки: центр описан- А 
ного круга, точка высот (иногда ее 
называют ортоцентр) и центр тя- 
жести треугольника имеют связь, ко- 


торую теперь выясним. В А АВС 

(чер. 153) пусть АН есть высота н Н 

точка высот, О — цевтр описанного 

круга и ОМ 1 ВС (М середива ВС). 

Тогда АМ есть мециана треугольника. 

Соединим О п Н — пусть 8 есть точка, 

пересечения АМ и ОН— в построим В 

КЬ, среднюю линню Л АН; тогда 

КГ, | БН и, следов. (АКТ /АНО— Чер. 178 
— / ОМ (последнее равенство спра- 

ведливо потому, что АН || ОМ). Кроме того, имеем Д БАН = Х 8МО (как 
внутренние накрест-лежашне при параллельных АН и ОМ и секу- 


щей АМ) и АК=ОМ, так как АК-- 5 АН и ОМЗ АН (и 144; 
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3-е свойство). Поэтому А АКГ — Д МО? и, следов., А. = МЗ, но АГ. -Т& 
{пбо КО средняя линия А АН5), — следов., 3М=- АМ, т-е. точка 5 
есть центр тяжести треугольника. 

Кроме того, имеем: 05 =К=- ЗН. Поэтому 


Центр тяжести треугольника лежит на прямой, сое- 
доняющей центр описанного круга с точкою пересе- 
чения высот, причем его расстояние от центра описан- 
ного круга вдвое меньше, чем от точки высот. 


147. Пусть дан А АВС (чер. 154) п точки М и М суть середины 
сторон ВС и АС; затем пусть точка Н есть точка пересечения высот 
АЬ, ВЕ и СЕ и точки Г, Е п Е, 
середины верхних отрезков высот. 
Соеднним точки М и 0,;; тогда 
МО, есть средняя лнния Х АСН 
и, следовательно, Р.М || СЕ, во 
СЕ ТГ АВ и. следов., СЕ ММ, 
поэтому и №0, 1 ММ. Соединив 
точку 0, с М п рассматривая 
4-угольник РО.ММ, заключим, 
что около него можно описать круг 
(ДООМ=9 и ИОКМЬ—9), центр 

Чер. 154. которого должен быть расположен 
в середине отрезка О.М, в точке ©. 
Мы также найдем, что МЕ, 1 ММ, но ЕЛ), есть средняя линия 
А АНВ и, следов., Е.О, | АВ! ММ, откуда заключаем, что Е.Г. ММ есть 
прямоугольник и, следов., его другая диаговаль Е, № проходит чрез се- 
редину первой—чрез точку @ п Е М—=Г,М. Но Е.М есть диаметр круга, 
проходящего чрез Е, № М, Е, (подобно тому, как 2.М есть диаметр 
круга, проходящего чрез В, О,, № и М). Рассуждая так же, мы придем 
к заключению, что РЕ, служит диаметром круга, проходящего чрез 
точки М, Р, Е, О, ЕиЕ,, и РЕ, пройдет чрев ту же точку 0. Отсюда 
несколько заключений: 

1. Отревзки, соединяющие середину каждой стороны 
треугольних: & с серединою верхнего отрезка соответ- 
ствующей высоты, все три равны между собою и пере 
секаются в одной точке. 

2. Девять точек: середины сторон треугольника, 
основания его высот и середины верхних отрезков 
высот лежат наодном круге. центром которого служит выше 
найденная точка. ` 

Этот круг называется кругом девяти точек или кругом Эйлера. 


3. Радиус круга девятиточек вдвое меньшерадиуса 
круга, списанного около данного треугольника. 
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ела О есть центр круга, описанного около Л АВС, то МО =АШ,, 
откуда следует, что МО, = ОА, т.е. диаметр круга Эйлера равен радиусу 
круга, описанного около Л АВС. 

Можно далее найти, что точка © (центр круга Эйлера лежит в се- 
редине отрезка НО, соединяющего точку высот с центром описанного 
круга. Надо рассмотреть А НОО, и АООМ; у них: 0,6 = 9М, Б.Н = МО 
и / НО, 9 —= / 9МО — следов., эти треугольники равны, откуда следует, 
что линпя НО прямая п что НО — 00. 


ГЛАВА №\. 


Деление окружности ка равные части и правильные 
многоугольники. 


148. Мы знаем, что окружность делится пополам всяким диа- 
метром. Если построить 2 взапмио перпендикулярных диаметра, 
то при центре получим 4 прямых угла, но равным центральным 
углам соответствуют равные дуги (1723), и, следовательно, окруж- 
ность разделитея па 4 равных 
части. Построив биссекторы этих 
прямых углов, разделим окруж- 
ность на, 8 равных частей: далее 
на 16 ит. д., —- вообще, мы мо- 
жем разделить окружность на 27 
равных частей. 

Легко найти способ деления 
жруга на 6 равных частей. Так 
как сразу не видим решения этой 
задачн, то подвергнем ее иесле- 
тованию. 

Лопустим, что задача ре- 
шена н окружность разделена, на, 
6 равных частей, одна из которых есть > АВ (чер. 155). Сое- 
динив точки деления © центром, получим равные центральные 
углы. Построив раднусы ОЛ и ОВ и хорду АВ, мы видим: 
1) Д ОВ = : части выпрямленного угла — 1. 24а = а, 
2) А ЛОБ раввобелренный и, следовательно, / А—=/ В. Так 


Чер. 155. 
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э 

как сумма углов треугольника равна 94, а С 4ОВ== за, то 
9 , 

ДАЧЕ В=34—за=44. Так как углы „Г п В равны, то 


о 
каждый из НИХ — 54. Таким образом оказывается, что все три 


угла в А 4ОВ равиы между собою, откула следует, что и сто- 
роны равны, т.-е. .18==0.4. Следовательно, хорда, стягивающая 
пестую часть окружности, равна радиусу. Строить хорды, равные 
ралрусу, мы ‘можем помощью циркуля, поэтому можно делит 
окружность на 6 равных частей. 

Бзяв точки деления чрез одпу, разделим окружность па 3 рав- 
ных части. Разделив пополам углы 40В, АОС и т. д., разделим 
окружность на 12 равных частей, затем на 24 и т. д., — вообще, 
можно разделить окружность на 3.3” равных частей. 

Впоследствии научимея делить окружность на 5, 10, 20 ит. д., 
на 15, 30, 60 пит. д. равных частей. 

Вопрос о делении окружиости на равные части имеет важное 
практическое значение. Но геометр Гаусе (живший в первой по- 
ловине ХУШ века) доказал, что геометрическими средствами, 
т.-е. помощью циркуля и линейки, можио делить окружность на 
такое число равных частей, которое выражаетея формулою: 
2". (2.1) (2"2.-1) (27з3-- 1)..., причем множители (2%.-- 1), . 
(2. -1) ит. д. должны быть числами простыми и все между 
собою различны. Напр., можно разделить окружность на 204 рав- 
пых части, ибо 204—52.3.17 — 37-1). (2 --1), но нельзя 
разделить окружность на 9 равных частей, ибо здесь множитель 8 
повторяется два раза. 

Существуют механические способы для деления окружности 
© очень большою точностью на сколько угодно равных частей. 

Упражнение. Даны концы отрезка. Построить помощью цирвкуля, нс 
пользуясь ланейкой, концы вдвое большего отрезка. 

149. Пусть окружность в точках 1, Б, С, р ит. д. (чер. 156}. 
разделена на несколько равных частей. Соединим эти точки хор- 
дами, каждую © соседней; тогда получим выпуклый многоуголь- 
ник, вписанный в круг. Не трудно увидать особенности этего 
многоугольника; 1) у него все стороны между собою равны, так 
как равные дуги стягиваются равными хордами (п°119) и 2) у него 
все внутренние углы равны межлу собой, так как эти углы впи- 
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санные п опираются на равные дуги: каждый опирается па дугу. 
равную всей окружности без двух ее частей, например, ХС ош- 
рается из —^ В.1А ЕП), которая равна всей окружноети без двух 
частей ^В(и ‹/^ СИ, а вписаиный угол равен половине цен- 
трального угла, оппрающегося ва ту же дугу; центральные же 
углы, онираюниеся на разные дуги, равны. 
Выпуклый многоугольник, об- 
лахающий найденными двумя 060- 4 


бенностями (все стороны равим, 7 ^^ 


и все углы равны), называется 


правильным. Следовательно, й \" 

мы построили правильный вписан- 

ный в круг многоутольник. К 
Если в точках 4, В, Сит. д. 

деления окружноеты на равпые /) Р 


части построить касательные, то, 
юринвмая точки пересечения ка- хх 
ждой касзтельной с двумя сосед- А 
`ними за вершины, получим выпук- Чер. 156. 
лый многоугольник МУХРОЕ..., 
описанный около круга. Этот многоугольник также правильный. 
В этом убедимся, рассматривая треугольники МБ, БХС, СРБит. д. 
Все эти треугольники равнобедренные: например, в ДА „АВ 
имоем / А— (В, так как каждый из них равен одному п тому 
же вписавному углу, опирающемуся на ‹> -1В (пб133), откуда 
заключаем, что ЛЯ — МБ. Кроме того, все наши треугольники 
равны между собою, так как у них имеетея по одной равной стороне 
яв—ВБС=<СР-=... и углы, прилегающие к ним, равны, так хак 
`` АВ— < ВО— < (СР-—... Из равенства треугольников заклю- 
чаем, что Х М=Д М= И Р—... и, кроме того, Е = МВ — 
= В\— АС —=СР--..., откуда видим, что каждая сторона опи- 
ванного мпогоугольника состонт из двух равных отрезков (А7Х— 
— МЫ-- ВХ, ХР МС-- ОРит. д.), следовательно, все стороны 
этого многоугольника равны между собою, то-есть ИМ — ХР=-... 
Оба признака правильного многоугольника выполнены. 

Итак, мы умеем в круг вписать и около него описаль пра- 
вичьные многоугольники, число сторон которых есть такое, на 
еколько равных частей мы умеем делить окружность. 
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150. Упражнения. 1. Построить правильный 4-утольник (квадрат), 
описанный около круга. Сторона этого квадрата равна днаметру круга. 

2. Постропть правильные вписанпые в круг 6-угольник и 19-угольник. 

3. Построить воосанкый в круг и описанный около него правильные 
треугольники. Сторона правильного описанного треугольника в 2 раза 
больше стороны вопсанного. 

4. Построить правильный звездчатый 8-угольник, разделив окруж- 
ность на 8 равных частей и соединяя точки деленин чрез две (например, 
на чер. 156 Ас Пит. д.). 


151. Возможно предположение, что правильный многоутольник 
построен как-либо иначе без помоши окружности. Тогда возии- 
кает вопрос, возможно ли около 
него описать и в него вписать 
окружности. 

Пусть имеем правильный много- 
угольник 1ВСВЕГ (чер. 157), 
елетовательно, у него все стороны 
и все углы равны между собой. 
Разхелим 2 его угла, папр., /_.4 
и / Е пополам, пусть биссекто- 
ры ОД и ОГ этих углов пересе- 
каются в точке О. Соединим еще 

Чер. 157. (0 е Ви рассмотрим А РОЛ и 

А 0-16; у них сторона ОА общая, 

АГ— АБ, как стороны правильного многоугольника, углы между 
ними равны, потому что ОД есть биесектор угла А. Отеюда 
заключаем, что ОБ — ОР== ОА (последнее равенство спра- 
ведливо потому, что в АОЕА углы при точках Ён А равны, 
как половины равных углов многоугольника АБРЕК). Далее 


видим, что „/^ АВО—/ АТО и равен, следовательшюо, 3; угла, В 


многоугольника, т.е. ОБ есть биссектор угла В. Соединив Ос С, 
также найдем, что ОС ОВ-= ОА= ОРГ ит. д. Следовательно, 
если примем О за центр и построим круг радиусоя ОЛ, оп прой- 
дег чрез все вершины многоугольника АССОГР. Отсюда заклю- 
чаем, что около всякого правильного многоуголь- 
лика можно описать круг. 

После этого стороны нашего многоугольника можно раеема- 
тривать, как равные хорды построенного круга, но мы знаем, что 
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равные хорды равно удалены от центра, т.-е. перпендикуляры 
031, ОХ, ОР, опущекные из 0 на стороны многоугольника, все 
равны между собою. Построив, принимая О з» центр, круг, ра- 
чнусом ОМ, найдем, что он пройдет чрез точки „М, № Рит. д. 
и что каждая сторона АР, АБ, ВС ит. д. будет касательною 
к этому кругу. Мы можем тенерь утверждать, что во всякий 
правильный многоугольник можно вписать круг. 

Общий центр кругов вписанного и описанного называют 
центром правильного многоугольника. Его можно 
найти построением биссекторов двух углов многоугольника или 
построением перпендикуляров к двум сторонам чрез их средины, 
или построением биссектора одного угла и перпендикуляра к 
юдной стороне из ее гередины. 

Ралпус ОА описанного круга называют радиусом правиль- 
ного многоугольника. Радиус (Г вписанного круга называют 
апофемою правильного многоугольника. 


ГЛАВА Х\Е. 


Площади и равновеликие многоугольники. 


152. До сих пор мы занимались сравиевием отрезков, углов 
и дуг круга. Теперь обратим внимание на то, что мы умеем 
строить многоугольники, выделяющие из- плоскости се определен- 
ную часть, многоугольники, имеюние площаль, Возникает потреб- 
ность установить возможность узнавать, когда две площали равны, 
или когда одна из них больше другой. 

Площалью вообще называется определенная, ограниченная со 
всех сторон, часть плоскости. 

Если две площади совпахают при наложении, то они, подобно 
хотрезкам и углам, призналотся нами разными, Вели два мното- 
угольника равны (т.-е. совпадают при паложенни), то и площади 
их равны. 

Мы легго можем составить представление о возможности на- 
ходить сумму и разность илощадей. Пусть имеем два многоуголь- 


10* 
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ника (чер. 158) Ти П. Мы можем построить многоутольния ВСДГ, 
равный П так, чтобы одна его сторона пошла по стороне ВР 
многоугольника АБЕСН, который равен мпогоугольнику Т. Тогда, 
получим новый многоугольник АВСОЕЕСИ, площадь которого 
влагается из площадей Ги П многоугольников, то-есть 


площ. АВСРЕЕ@ЯН = площ. Т-- нлощ. П 


Мы можем выполнить сложение этих же двух площадей иначе 
и придем, наир., к миогоугольнику 3'В'ЕС’Н'Е'ТУ’С', о котором 
таже имеем: 


площ. „(ВЕСНЕ ТУС' — площ. Т-- площ, И, 


Для того, чтобы получилось согласие с привычною для пасе 
мыслью, что сложение ведет лишь к одному результату, мы 
должны признать, что два полученные результата одинаковы, 
то-есть: 


площадь АВСОЕЕСН — площ. "ВЕНЕ". 


Таких образом, является 
возможность строить мно- 
гоугольники, не равные 
мезкду собою (многоугольник 
аВЕо'Н'ЕТО вообще 
не равен  многоугольнику 
АВСПЕРСН, так как при 
наложении они, вообще го- 
воря, не могут совпасть: 
| р’ например, может случиться, 
что у одного из инх сторон 
меньше, чем у другого — 
на, чертеже, напр., /_ С'А' В’ 
Е может оказаться выпрямлен- 

Чер. 158. ным), ио площади которых 
мы иризнаем равными. 

Не трудно также установить возможность вычитания площа- 
лей; напр, многоугольник .1ВСРЕРГА (чер. 159) имеет плошжаль, 
равную разности площадей 4-угольника АБСРА ь треугольника 
АЕЕ. Ясно, что вычитание можно выполнять так же, как и сло- 
жение, разными способами и что результаты вычитания мы 
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толжны, каким бы сиособом мы это вычитание ни выполнили, 
считать одинаковыми. Поэтому мы можем установить: 

Две площати, ограниченные прямыми линиями, 
считаются равпыми не только тогда, когда они при 
наложении совмещаются, но и тогда, если каждая 
из них является суммою нли разностью двух (или 
нескольких) площадей, совпадающих попарно при 
изложении. 

Мы расематрираем только площади, огра- 
ниченные прямыми линиями. В 

Если же одна площадь слагается из ча- 
стей так, что из них не только можно соста- 
вить другую площадь, но н остаются лишние 
части. то первая площаль больше второй. 

Два многоугольника, не равиые между 
собою, и, имеющие равные площали, назы- 
ваются равновеликими. На чер. 158 мы Б 
получили многоугольник .1'Б'ЕОНЕТ’С Чер. 159. 
разиовеликий многоугольнику АВСРЕГСН. 

153. Расемотрим один пример равновеликих многоугольников, 
важный для послелующего, 

Построим два параллелограмма с одинаковыми основаниями и 

высотами. Это построение 

х рее р Тс у — легко выполнить: Строим 

две параллельных пря- 
мых ХУил'У' (чер. 160) 
и па них отрезки АВ == 
= 4'В' — дб ПС; 
построив затем отрезки 
Ар, ВС, АТ и БС, 
- У’ получим два параллело- 
Ом ет грамма АВСра А’ ВСП 
ИИ с равными основаннями 
(АБ— А’Б') исравными 

высотами, так как прямые ХУ и Х'У’ параллельны (п° 55). 

Рассмотрим 2 транецини АЛ’'Р’Р и ВБ’СС. Так как АБВ 
— А'Б', то АА! —= БП' и также ДО'—=0ОС', т-е. параллельные 
стороны наших трапеций соответственно равны; непараллельные 
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их стороны также равны: 4) =: ВС и 4'7'—= В". Кроме того. 
не трудно убедиться в равеистве соответствующих углов,” 12.1.4" — 
= СВВ', Д аА'р = ВБС' ит. д. как соответственных 
при параллельных. Если передвинуть вторую трапецию тал, чтобы 
точка В попала в 1 и сторона ВВ’ пошла бы но 4’, 10 в 
силу равенства сторон н углов нетрудно убедиться, что излии 
2 трапеции равны. Далее мы видим: 


площ. АВТ) —= площ. АА’) — площ. В.0О'О 
плош. .4'Б'С'О’ — площ. ВБ'С’С — площ. В. Р"С, 
т.е. площадь каждого параллелограмма является разностью двух 
совпадающих ирй наложенни площадей, а поэтому 
площ. АВЕО - площ. ГВ’О’ТГ’. 
Более наглядное объяснение: для получения площади парал- 
лелограмма АВСР надо от площади трапеции АА’) отрезать 


р С 


Чер. 161. 


влошаль ВА’'Ь'СО, а для получения площади параллелограмма 
4'В'С'Т' падо от площади трапеции ВБ'С'С отрезать ту же пло- 
щаль ВА'П'’С; оба раза от равных площадей отрезать одну и 
ту же площадь, — поэтому и остатки равны. 

Вот другой способ для выяснения равенства нлощадей нарал- 
лелограммов, имеющих равные основания и высоты. 

Построим два параллелограмма АВСЬ и А'В’СО (чер. 161— 1} 
так, чтобы их равные {верхние, например) основания совпали 
({Ср— их общее верхнее основание). Веледствие равенства их 
высот, противоположные стороны АВ и А’В’ располатаются на, 
едой прямой. Тогда видим, ччо А АРА' — А ВСЬ’ (так как 
я0— ВС, А’рР—=ЬСи Д АЛЛА! = „/ ВОВ) и что 
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площ. АВГ — площ. -РВСР-Г плош. АА'1 
площ. ВСР == площ. -ГВОО- площ. ВСВ". 


Слагаемые наших сумм попарно равны, отсюда заключаем, что 
площ. 1ВСГТ_=площ. Ч'В’'СП. 


То же самое можно выразить образно: отрезав от площади 
АБСО площаль 1РА’ и приставив отрезанную часть с другой 
стороны в положение Б(’Б’ (вель А ВСВ’ — АД 104’), получим 
площаль параллелограмиа -[Б"СТ. 

Но нногха одным разрезом обойтись нельзя. На чер. 161(Ш) 
дан более сложный случай, где поидетея площадь левого парал- 
лелограмма разрезать на части 4, В, с, 4, сиЁи перенести их 
в положения В’, с', 1 е'ир (а останется на месте), — тогда со- 
ставится площадь правото параллелограмма. Разрезать площадь 
одного параллелограмма надо по прямым параллельным сторонам 
другого параллелограмма (параллелограммы 
располагаются так, как на чер. П). р () с 

Рекомендуется вырезать два параллело- 
трамма с равными основаниями и равными 
высотами из разноцветной бумаги и разрезать 
площаль одного на такие куски, чтобы из 
них составить площадь другого. р В 

Пе трудно убедиться, что если основа- 
ния у двух параллелограммов равны, & вы- 
соты нет, то площадь того параллелограмма 
больше, у которого больше высота. Е д В 

154. Прямоугольник представляет чает- Чер. 162. 
ный вид параллелограмма. Поэтому: 

Параллелограмм равиовелик прямоугольнику, 
имеющему такие же основание и высоту. 

Превращение параллелограмма в равновеликий ему прямо- 
угольник можно выполнить так: из вершия Ди С параллело- 
грамма АВС (чер. 162 —Т или П) опускаем перпендикуляры 
ФЕ и СЕ па сторону 1В. Тогда получим прямоугольник ДЕЕС, 
равновеликий, в силу предыдущего, данному параллелограмму. 

Полезно увилать равновеликость параллелограмма прямоуголь- 
нику непосредственно, пе ссылаясь на предыдущий п9; наир., для 
случая, данного на чер. ПИ, пмесом: после построения РЕ | ЕБ 
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к площади 45СЬ мы приложили еще плошаль АД АЕ, после 
построения СЕ | АЕ мы пз площади ЁЕБВСШ вычли площадь 
А ВСЕ, но А ВСЕ=— А АВЕ, слеловательно, полученная после 
вычитания площадь ЕВЮСР равна данной площади АВСЛ. 


155. В виде упражнений разберем следующие случан равновели. 
кости. Пусть на отрезке а-{-Ь (чер. 163) построен квадрат и пусть по- 
строены еще прямые, соединяющие точеп, где граничат слагаемые от- 
резки. Тогда видим. что площадь всего квадрата слагается из четырех 
частей: 1) площади квадрата со стороното а, 2) площади квадрата се 
стороною Б и 3) из площадей двух прямотгольников, со сторонами а м Ъ. 
Поэтому имеем: 


Площ. (а Ъ, а-- 5) — площ. (а, а) -|- площ. (5, 5) +2 площ. (а, Ъ). 

Здесь обозначения: (а-НЪ, а-- Ъ), (а, 5) п т. д. вызажают пряме- 
угольниви, стороны которого суть в 1-м а--Ъ па- Ъ, а во 2майЪ. 

Также из чертежа 164 увидим: 

Плош. (&— Ъ, а — 5) = площ. (а, а) +- площ. {Ъ, 5) —2 площ. (а, Ъ). 

Из чертежа 165 видим: 
Площ. АВСО = плош. АСВЕ-{ плош. СКЕВ — площ. РЕКН — площ. 
НКЕС пли плош. (а-НЪ, а—Ъ) — площ. (а а) площ. (2, 6) — плонь. 
(а, 6) — плош. {5, Ь) или площ. (а-НЪ. а—Ь) = площ. (а, а)— площ. (Ъ, Ь} 

Эти зависимости могут служить иллюстрациями пзвестпых алгебраи- 
ческих формул. 

156. Если построим хнагональ ВД 


с в параллелограмма АВСЛ (чер. 166), 
то получим ААВБР, имеющий такие 
же основания и высоту, как и парал- 

В А лелограмм. Кроме того, известно, что 
Чер. 166. А АВР= А РБС. Поэтому имесм: 


Площадь треугольника равыа 
половине площади параллелограмма имеющего 
такие же основанне и высоту. 
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Илн сокращенно: 

Треугольник равновелик половине параллехо- 
грамма, имеющего такие же основание и высоту. 

Из сравнения только что полученного результата с тем, ко- 
торый мы налили в п? 153, можем заключить: 

Треугольники. имеющие равные основания и 
равные высоты, равновелнки, 

Добавим еще: если у двух параллелограммов одн- 
наховые основания, но разные высоты, то площадь 
того нараллелограмма больше, у которого высота 
больше, — это ясно из того. что параллелограмм © меньышею 
высотою можно превратить в равновеликий ему, площаль кото- 
рого занимает синпь часть площади другого нараллелограмма. 
Отсюда заключаем, что если у двух треугольников одн- 
наковыес основания, но разные высоты, то ило- 
щадь того треугольника больше, у которого вы- 
сота больше. 


8 
Х 
Е р 
А р) с 
Чер. 166 =. 


Добавяение. Любой треугольник можно превратить в равио- 
великий ему прямоугольник. р 

Пусть имеем ДВС (чер. 166 Ы5, где даны 2 варианта: 
слева дан /\ с0 всеми острыми угламв, а справа Д с тупым 
углом). Гели у треугольника все углы острые, то построим лю- 
бую его высоту ВР, а еелн у треугольниха один угол тупой, 
напр. ДВ (в ААВС справа), то построим высоту ВЛ именне 
чз вершины этого тупого угла (в таком случае всегда высота ВР 
‘дет внутри треугольника). Разделим затем высоту ВЛ пополам 
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в точке 41 и ностроим через 2Г прямую 7:7`|| .1С, а через точки 
и С прямые АР | АСв СЛ | 46. Тогда ясно: 1) А КВМ = 
= АА.1Е (точка ЕЁ есть точка пересечения АВ и ЕЁ, 
2) А МВР = А ЕСР (точка Г, есть точка пересечения ВС и 
ЕР), откуда следует, что площ. АБЁС— площ. А АВС. 
157. Построим геометрическое место вершин равновеликих 
треугольников, имеющих общее основание. 
Пусть имеем Л АСВ (чер. 167). Чтобы другой треугольник © 
тем же основанием -1В имел та- 
м с’ С с- м КУЮ 6 площадь, надо, согласно 


о < 7 предыдущему п°, чтобы ого вы- 
о) сота равнялась высоте „анного. 

< Даля этого иеобходимо, чтобы его 

8 вершипа была расположена на 

Чер. 167. таком же раестоянни от прямой 
18, как н точка С. Таких то- 

чек бесчисленное множество и весе ови расположены на пря- 
мой ММ, параллельной основаиню п проходящей чрез точку С. 


Конечно, возможно на таком же расстоянии построить еще дру- 
гую параллельную ЛБ, по другую ее сторону. 


Нтак, ггометрическое место вершин треуголь- 
ников, равновеликих между собою и имеющих 
общее основание, есть прямая (или две прямых). па- 
раллельная основанию. 


Иногла то же свойство выражают в такой форме: 


От перенесения вершниы треугольника по пря- 
мой, параллельной основанию, его площадь не 
изменяется. 


156. Упражиения. 1. Превратить занный треугольной ЛВС в равно- 
келакий ему с тем же основанием АВ. но чтобы угол при точке А бых 
данный. 

2. Превратить лавный треугольник АВС в равновеликий ему с теы 
же основанием ЛВ, но чтобы сторона, выходящая пз точка А, была 
равна данному отрезку. 

3. Нревратпть Л АВС в равновеликий ему равнобедренный с тем же 
осиованпем ЛВ. 

Надо воспользоваться геометрическим местом п° 157 и геометриче. 
ским местом вершин равнобедренных треугольников, имеющих осно- 
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вание АВ, — этвм ‘местом является перпендикуляр к АВ чрез его 
сереллву. 

4. Нревратигь Л АВС в равновеликой ему треугольник © другим 
основанием АГ (чер. 168). 

Соединив С с О, построив ВЕИСО и соедивив ЕЁ с П, получим 
искомый А АЕО (часть АВЕ осталась иеизменною, а Л ВЕС равнове- 
лик Л ВЕР). 

Мы увеличили основание (было АВ, стало АП). Можно тавже умень- 
шить его. 


Чер. 168. Чер. 169. 


5. На днаговали ВЪ параллелограмма АВСО (чер. 159) взята 
точка М и чрез нее построены прямые ЕЁ и К{‚, параллельные сторо- 
нам параллелограмма. Тогда параллелограммы АКМЕ и МЕСЬ равно- 
велики. 

6. На сторовах АЛВС (чер. 170) по- 
строены параляелограммы АСЕР, СЕЕВ и 
ВЕРА (сторона ВЕ, если ее продолжить, 
пройдет виутри отрезка АС). Параллело- 
грамм АСЕЮ равновелиы сумме парал- 
лелограммов АВЕЛ и ВСЕЕ. 

т. Нревратать данный  параллело- 
грамм в равновелиипи ему Л с тою же Чер. 170. 
- высотою. 


159. Задача 1. Превратить данный параллело- 
грамм в равновезикнй ему с данным основанием. 

Пусть дан параллелограмм ВЕР (чер. 169) и требуется 
превратить его в равновеликий ему © основанием, равных от- 
резку ВК. Отложив данное основание ВА’ на оеснованив ВА 
ланного параллелограмма, как это сделано на чертеже, построим 
прямую АМГ|| АЕ: затем построим прямую ВЛ и продолжим 
ее до пересечения в точке 42 с продолжением стороны „Е дан- 
ного параллелограмма. Наконец, построих прямую РС Наь, 
которая пересекает прямую АМЛГ в точке ГР п продолжение 
прямой ВЕ в точке С. Тогда параллелограмм КВСГ. есть искомый. 
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В самом деле: АД ОРМЁЕ— АЛЛЕЕ: А ВОС-— А ВБА; след., 
площ. ВМЕС— площ. ВМЕА; по А БИР= А ВМИК; слех., 
площ. БАГС- площ. ВИК == площ. ВМЕА-Р площ. В МЕ, или 
площ. ВАТС— площ. ВЕЕА. Совершепно так же решается захача 
© построевии прямоугольника, равновеликого данному и нмею- 
щему данное основание. 


Задача 2. Превратить 4-угольник в равновели- 
кий ему треугольник. 

Пусть требуется 4-угольник АВСЛ (чер. 111) превратить в 
равновеликий ему треугольник. 

Для этого диагональю ВЛ) разобъем площаль четыреугольника 
на две части и один из треугольников, нар. АД АВО, превратим 
в равновеликый ему с тем же основанием ВЮ так, чтобы один 


Чер. 171. Чер. 172. 


из углов 4-угольника, напр. / В, выпрямился. Для этого надо 
вершину 4 перенести по прямой, параллельной основанию БЛ, 
в точку А, где эта параллельная пересекается с продолжением 
стороны ВС. Тогда А КВО равновелик Д АВР м, следовательно, 
А РКО равиовелик 4-угольнику АВСЛ. 

Пусть теперь имеем 6-угольннк 1ВСОЕР' (чер. 173). Отсечем 
диагональю АС сначала А АВС п превратим его в равиовеливий 
ему Л АБС с тем же основанием АС, гле вершина И’ есть точка, 
пересечения прямой ВБК! АС с продолженнем стороны ДС. 
"Тогда наш 6-угольннк превратился в равновелякий ему 5-уголь- 


ивк АКОЕГ. Повторяя тот же прием еще раз, преврахим пол\- 
чевный 5-угольник в равновеликий ему 4-угольник, затем послед- 
ний —в равновеликий ему треугольшик. Таким образом, всякий 
многоугольник, имеюшил площадь, можно превратить в равновелч- 
кий ему треугольник. 

Теперь процесс сложения и вычитания площалей (п? 152) 
упрощается: каждый из данных многоугольников превратим в 
равповеликий ему треугозеник, построим новый многоугольник, 
площадь которого равна сумме или разности площадей иолучен- 
ных треугольников (приложим один треугольник к другому, вли 
наложим один на другой) и этот многоугольник превратим опять 
в равповеликий ему треугольник. 

160. Упражнения. |. Превратить невыпуклый 4-угольник (имеющий 
наощаль) в равновеликий ему треугольник. 


2. Поетропть треугольник, равновеликий сумме данного треугольника 
и верыпуклого 8-угольника (чер. №08), 


Чер. 173. ЧЕер. 174. 1 


Построить также треугольник, равновелокий пх разности. 

3. Построить ДА, пяощадь которого была быв?) 3... раза больше пло" 
мази данного /\, а основанпе осталось бы то же. 

4. В треугольнике АВС проведена средняя ливия Мм№. где Мих 
вуть середины сторон АВ и ВС. Тогда площадь А МБМ в 4 раза меныне 
илощадн А АВС. 

5. Отороны ВА и ВС треугольвика АВС продолжены в увеличены 
в 92 раза каждая. От соедпненпя концов продолжений получится новый 
треугольник, площадь которого в 4 раза больше площади данного. 

6. Стороны ВА и ВС треугольника АВС (чер. 174) продолжены тах, 
что ВК —=ЗВА и затем построено КТ, [1 АС. Плошадь А КВЬ в® раз 
больше площади А АВС. 


ри =_= т* мт = о < И а" о тль «МЕР 
О + > - 


— 154 — 


Постровм еще №, где М и № середины отрезков АК и СГ, АРВ 
и СРО, где Р середина отрезка ММ, и, наконец, ФМ и В\. Тогда 
МОНАЕ || В. в ХВ || СОНВК. 

Легко теперь увидать, что 1) сторона ВТ, н 3 раза больше стороны 
ВС, 2} сторона КГ. в 3 раза больше стороны АС в 3) площадь А КВБ 
в 9 раз больше площади Л АВС. Итак, если стороны треугояь- 
иниа увеличить в 3 раза, то плошадь его увеличится 
в 9 раз 

7. Во сколько раз увеличится илощадь треугольника, если сторопы 
его увелячить н 4 раза каждую? (Как выполнять построение, необходи- 
мое для увеличеная каждой стороны н 4 раза?) 


Че. 175. 


161. Выполним следующее построение: 1) Из концов гипоте- 
нузы АС (чер. 175) прямоугольного треугольника АВС (/ В== 
—.4) построим АЕ Аи СР АС, отложим АЕ=СЬ=АС 
и соелиним точки Г) и Е, — получим квадрат АЁЕЛС, стороны 
которого = АС (АЕЛС есть квадрат, построенный на, гипотенузе). 
2) Продолжим 47 по направленню ВС (ВС ВС), ностроим 
(Е ВСи чрез точку Б построим прямую СР, нерпендикуляр- 
ную к ВЕ ник СК (ведь СЕ|ЬСО). Тогда получим квадрат 
ВСЕС, сторона которого = катету ВС прямоугольного А АБС; 
в самом деле, А СОЕ-== А АБС, так как СО== АС (по первому 
построению), / ОСЕ= / ВСА, нотому что оба эти угла допол- 
няются углом ВСЛ до прямого, & этого достаточно для равенства 


— 155 — 


прямоугольных треугольников (углы при Ви РГ прямые), следов., 
СЕ—= ВС— В6= 6Е (СВОЕ есть квадрат, построенлый на 
калете ВС). 3) Построим ВК — продолжение ВС, АГ | АВ 
«АГ |! БК) и чрез точку Е ностроим прямую 1Ё/, перпендику- 
лярную к ВА пк -17.. Тогда получится квалрат АВАТ, сторона 
которого равна катету АД прямоугольного д АВС. Доказатель- 
ство, такое же, как и в предыдущем построении, вытекает из 
равенства треугольников АЛЕ н АРС; АБЕГ весть квадрат, по- 
«троенный на катсте АБ. 4) Продолжим РС и ГК до пересече- 
ния в точке М. 

В предыдущем мы иаталя, что д СОЕ—= А АВСи А АЕТ = 
— А АБС. Мы можем еще найти треугольники, равные А АБС. 
Прежде всего это ясно лля Л ЕЛ, гипотевуза которого ЕР 
равна гипотенузе 4С ин / МЕР —-/ ВАС, как углы © парал- 
лельиыми сторонами. Затем, построив отрезок ЛЕЁ, получим два 
равных треугольника д ВИ — АВМА (так как МВ есть 
диагональ прямоугольпика КЛ1(:). Легко увидаль, что АД 
— АЛ (стороны квадрата), АЛ — ВС (противоположные сторовы 
прямоугольника) — ДС (стороны квадрала). Поэтому ДА ВКЕМ—= 
— А АДС (так как катеты их равны), а следовательно н А ЛА: В = 
= А АВС. 

Итак, имеем: 


А АВС —= А СЕР = А АЕЕГ— А ЕМИР= А ВКИ— А МСВ;: 


Рассмотрим площадь АСМ. Если от этой площади отро- 
зать куски, занимаемые треугольниками „.1ЕТ, ЕЛГР и СПЕ, то 
остапетсея площадь, занимаемал квадратом ЛЕДС, то-есть 


площ. АЕИС —= пзош. АСЕМЕАЛ— 3 площ. А АРС. 


Но такие же три части мы можем отрезать от площади пяти- 
угольника АСЕ! иным способом, отрезав плошали треуголь- 
пиков ВМК, ВСМ и АБС, —эти три треугольника равны, 
как мы уже нашли, прежним. Отняв от площади, занимаемой 
пятиугольником АСРЛЕГ, площади треугольликов ВМА, УВС 
{или сразу отнять площадь прямоугольника БАЛИ;) и 4ВС, по- 
учнм площади, занимаемые квазрахамв АГАВ п ВСЕС, т.е. 

площ. АРАБ - илощ. ВЫАС= илощ. АСЕМЕ. 1—3 па. А АВС. 
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Так как в обоих случаях мы отнимали поровну (угроенняую 
илощаль Л 4ВС), то остатки должны быть равны, т.-е. 


площ. 47РС—= площ. АРАВ-Р площ. ВОЕС, 


или в словесной форме: 

Квадрат, построенный на гипотенузе прямо- 
угольного треугольника, равновелик сумме квадра- 
тов, построенных на его катетах. 

Это свойство известно под именем теоремы Пифагора. 

Можно и иными способами (их много) выяснить то же свойство. 
Вот еще два пз них: 

1) Пусть имеем прямоугольный А АВС (чер. 116). Обозна- 
чим его гатеты каждый одною буквою: ВС=а и -16—. Отмю- 
жим на продолжениях катетов отрезки 
ВЕ—=В и АК—а и построим вва- 
лрат САТГ, сторона которого = а -- 6. 
Далее построим точки Л и М так, 
чтобы АМ-Ь „УР=а, РУ=Ь и 
ХЕ—=а и соединим Ее № Меу 
и Ме 20; тогла получим квадрат 
АЛХЬ, площаль которого получается, 
вели от пложадн квадрата САД, отвять 
площади 4 равных треугольников -.1В( 

Чер. 176. „МА и т. л. Ноетроив захем поямые 

ЗЕ СЕ и ММНКС. получим два 

кгахрата: 0470.4’, сторопа которого =а и ОЯСЛМ, сторона ко- 
торого —6; сумма площадей этих кваяратов нолучаетсл, если от 
влощади квадрата САТЛГ отнять илощали 2 прямоугольников 
ОАК н ОМ РА’, каждый из которых имсет стороны аийи 
нлощадь каждого равна удвоенпой площади Д.10 (явно видно. 
например; что площ. О.1А’ = 3 площ. А АМА, но АМА А АВС). 

Олеюта вытекаст справедливость теоремы Пифагора. 

2) Нусть имеем прямоугольный ДА .18(° (чер. 177). Поетроим 
ивадраты 4 Е, .1У пя ВЕ на его гипотенузе и катетах и продол- 
жам стороны ГА и МХ до пересечения в точке 1. Затем по- 
етроим прямую ВП и продолжим стороны -4Ё и СЕ до пересе- 
чения вб ив © © прямыми У и ВА. Тогда А ВЬЙ-: А АВС, 
так как у них равные катеты ВЕ = ВС, ГА = ВУ-АВ; сле- 


А 
т то © 


довательно, ВВ = АС= АЕ СЕ. Кроме того, / ВВГ— / АСВ, 
но / БСА ОСЬ, так как кажлый из них дополняется углом 

ВСО ло прямого. Поэтому Х ПВЕ=/ ОСК и, следовательно, 
ВВ || 0С|| 54 и, след., ВВ — ОС— 5А. Продолжим ВВ ло пере- 
сечения со сторопами квадрата АЕ в точках ВБ и Р; тогла 
ВР 1 АСи ВР] ЕЕ (ибо ПР|| 5Е). Параллелограми АБВВ 
равповелик прямоугольнику ЕАИР? (у нах равные основания 
Рр— ВЕ иодинаховые высоты), по тот же параллелограмм АЗВВ 
равновелик квадрату АУБ, так как у них общее основажие 
АВ и одинаковые высоты. Следовательно, прямоугольнык ЕАОР 
равновеликквадрату. ЛАГУБ. 
Также найдем, что прямо- 
угольник РОСР равновелнк 
квадрату СВГК, а, слето- 
гательно, квадрат АСЕЕ 
равновелик сумме квадратов 
АМИХВ и БГКС. 

162. Упражнения. 1. Вер- 
шины Си Ё квадратов, по- 
строенпых на катетах (чер. 
175), расположены па одной 
прямой с точкой В, верши- 
ной прямого угла треуголь- 
ника. , 

2. Построить квадрат 
равновеликий сумме данных 
двух квадратов. 

3. Построить квадрат 
равновеликий разности двух Пер. 197. 

Занных квадратов. 

4. Построим на чер. 177 прямые ВЁ и МС, которые переес- 
кутея пусть в точке Х; тогда точка Ё, -4, Х и С лежат на 
одном круге, диаметр которого есть ЁС. (Выясклется это так: 
А 1ВЕ= АМС, откуда / АЕХ=/ АСХ). Отеюда вытекает, 
что СЛР 1 ВЕ. Далее легко найти, что АВ || БЕ и, следовательно, 
СИТ АА. 

Пользуясь этим, показахь: 

5. Прямые СЗГи АЕ пересекаются на ВО (ВБ | АО). 
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163. Превратить трапецию в равновеликий тре- 
Угольник. 

Пусть имеем трапецию 
АВСР (чер. 113). Найдем 
середину 2Г одной из ее 
непараллельных сторон, по- 
р етроим прямую СМ и най- 

дем ее точку пересече- 

Чер. 178, ния А с прямою О.А. Тогда 

у А АМК— А МВС п, еле- 

довательно, трапеция АВС равновелака Д АСЬБЬ, у которого 

та же высота (СИ), а основание ЕД—=АА-- Ар—ВС-- Ар, 

то-есхь трапеция равновелика треугольнику, имею- 

щему такую же высоту, а основание которого == 
-- сумме параллельных сторон трапеции. 


т|-- 0 


ЧАСТЬ Н. 


у 


Измерительная геометрия. 


ГЛАВА Х\УН. 
Учение об отношениях прамол. отрезнов. 


164. Если нам дано уравнение 
у.—Зх. .. (1) 


мы можем найти бесчисленяое множество решепий этого уравне- 
ния: можно принять х равным любому числу (например, 


1 о 
0;1;2; 1 ит. д.); тогда найдем соотв. число для у (0; 3; 


, 1 
6; 4 ит. д.). 
Данное уравнение можно еще написать в виде 


9 
=== 8.., (2) 

Пусть теперь требуется построить два отрезка таких, чтобы 
они удовлетворяли уравнению (1). Эта задача также легко ре- 
шается: построим (чер. 199) произвольный 
отрезок < и затем на какой-либо прямой _х 
отложим от какой-либо ее точки этот отре- 
зок 3 раза, — получим искомый отрезок у. = ^^ 
Таких пар отрезков, удовлетворяющих урав- Чер. 179. 
ненпю (1), можно найтн бесчисленное мно- 
жество. Принято и в том случае, когда хи у в уравнении (1) озна- 
чают не числа, а отрезки, писать это уравнение не только в виде 


11* 
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уравнения (1), но и в форме уравнения (2), хотя мы и не умеем 
делить отрезок у на отрезок х. Можно смотреть на уравнёние (2) 
© той точки зрения, что здесь дается ногая форма для выраже- 
х ния числа $: число 8 здесь представлено в виде 

—— 
сиувола, 2 ‚ ге у н х отрезкп. Этот символ у. 


, < 
У называется отношением отрезка ук от- 

Чер. 180. резку 4. 
Подобио этому, можно также решить отрезками 


5 
уравнение 9—2 (см. чер. 180), для чего надо лишь умение делить 


любой отрезок на сколько угодно равпых частей. Так же точно, со- 
гласно предыдущему условию, мы можем, понимая под у и < отрезки, 


9 5 
написать налие уравнение в виде Ев» которое прочтем: „отно- 


. 5 
шенпе отрезка у к отрезку х равпо чнелу из На последнее урав» 
нение можно тавже смотреть, гак на новую форму выражения 
5 
числа <. Из этих примеров можно притти к общему заключению: 


всякое целос пли дробиое число можно предста- 
вить в форме отношения друх отрезков. 

165. Вознпикаст мыель о задаче, обрахиой тем, какие решались 
в предыдущем п°, т.-е.: даны два отрезка А п В (чер. 181); 
требуется для них составить уравнение вида 


ГОО А-З 


В 


——_о—_ч 


1 
А—#. В илк р #, где Е какое-либо 


число. 
Гели действительно удастся составить Чер. 181. 
таное уравнение, если, хаир., получим 


39 
А — 376 или получим Я=55 В, то мы видим, что ре- 


; в 
шение этой задачи должно основаться па существовании та- 


кого третьего отрезка, который укладывается на каждом из 
данных по целому числу раз; в примере 4=—37 В таким отрез- 
ом является сам В: оц укладывается 37 раз на отрезке А в 


. 39 
1 раз па самом себе; во втором ппчнере ‹4 =59 В) таким от 
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резком является отрезок, равный 55 части отрезка В: оп укла- 
дываетсея 39 раз на отрезке Л и 29 раз на отрезке В. 

Принято называть 

общею мерою двух отрезков такой третий отрезок, 
который укладывается по целому чиелу раз на 
каждом из данных отрезков. 

В первом из предыдущих примеров (/—37 В) общею мерою 
отрезков 4 и В служит сам отрезок В: он укладывается 37 раз 


на 1 и один раз на В. . 
- 39 
Во втором случае (4 =55 В) общею мерою озрезков Ди Ё 


служит 29-я доля отрезка В: она укладывается 39 раз на 1 н 
39 раз на В. 

Итак, для решения иашей обратной задачи необходима общая 
мера двух данных отрезков. Вот пример, па котором выяуняется, 
как можно в некоторых случаях найти общую меру двух 
отрезков. 

Пусть нмеем отрезок АВ и отрезок СР (чер. 183). Попы- 
таемся найти общую меру отрезков АВ и СРО. 

Полытаем сначала, не 


м д 6 
уложится ли меньший из . 
них, в даниом случае отре- 
. ыы 
зок АВ, на отрезке СБ © г ео 


целое число раз. Еели АБ Чер. 182. 

уложитея на СР целое чи- 

‘сло раз, то АБ и есть общая мера между АВи СП (на 
АЗВ укладывается 1 раз и на СО укладывается, папример, 
3 раза). Допустим, что АВ на СГ укладывается 2 раза 
с осталком ЕР. Тогда погытаем, не уложитея ли этот остаток 
ЕР на отрезке -4Б целое число раз: если бы  уложелея 
целое число раз на АВ, то и уложилея бы целое чиглзо раз и на 
СР и ва СВ, т.е. тогда отрезок РР был бы обще мерою. Допу- 
стим (как ва чертеже), что ЕЛ) на АВ укладывается 1 раз с остат- 
ком АВ. Тогда, исходя из тех же соображений, пробуем, не 
уложится ли КВ на ЕД без остатка; допустим, что КБ на ЕД 
укладывается 2 раза с остатком ЁЬ. Затем пробуем, не уложится 
ли О на АВ без остатка ин допустим, что, наконец, достигли 
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этого, т.е. пусть СП уклалывается на АБВ раза без остатка '). 
Тогда ЕТ) и является общею мерою. Остается соечитать, сколько 
раз эта общая мера укладывается на отрезках 4В и СР. Даля 
этого запишем те наложения, которые мы выполняли. 


р =2Ав-- ГР Ср—= иго 


АВ-- РР ЕВ Ар— 1079 
ЕВ=эКВ- ГО ЕР—=тЕЬ 
АВ—=ЗРЕО 


Второй столбец этой записи составляется по направлению 
спизу вверх: ЕО --2АВ-|- ГО6ГО--ТГО—=7ЕЬ; АВЬЕБ-Е 
АВР ЗЕ = ит. д. 


Теперь мы видим, что общею мерою паших отрезков является 
отрезок Г.В, который есть доля отрезка АБ, так как АВ — 


—| ОРЛ, т.-е 


ю 


1 др 
= АВ. 


Но мы получили, что ОД — 272; следовательно, 
(р =". 


а . 
Ср.= АВ илн- в = 


Второе из этих уравнений читают: отношение отрезка СВ к 
27 
отрезку -1В равио числу 10 2 иервое можпо понимать так: 


отрезок ('7 измерили отрезком АБ (принимая за единицу отре- 


- 


зок АВ) н получили число -_, подобно тому, кзк замись: 


10? 
3 

„Высота, дерова —5 арнтна“ понимают в том емыеле, что 

высота дерева (отрезок) измерена аршином и получилось чнело 


Е 
5... 


1) Делая это допущение, мы тем самым признаем возможность слу- 
чая, что никогда пе достигнем того, чтобы полученный остаток в преды- 
душем укладывался целое число раз без нового остатка. 


— 168 — 


Если бы, наоборот, пам требовалось найти’ ‚ (отношение АВ 


со 
ь СВ) пли измерить отрезок АВ, принимая за едиипцу СЛ, то, 
конечно, общая мера осталась бы та же самая, т.-е. СО. но 


тогда отрезок ЁО был бы _- долею езлницы СХ, т.-е. 


1 
27 
ГР СТ и, следов., АВ СЛ или = =. 

Нахождение общей меры выполняется в таком порядке: укла- 
дываем меньший отрезок и& болышем, полученный остаток на 
меньшем, новый остаток на предыдущем и т. д., пока остатка не 
получится; послелний остаток и является общею мерою двух 
далпых отрезков. 

Слелует заметить, что нАЙденпая таким образом общая мера 
является ваибольшею: всякая часть ее также будет общею мерою; 
например, если пайденная общая мера укладывастся 10 раз ина 
АВ и 271 раз на СДО, то ее третья доля уклалывается 30 раз па 
АБ и 81 раз на СР. 

166. Изложим теперь в общем виде ход мысли при решенни 
задачи „найти отношепие двух данных отрезков“, допуская, что 
оян имеют общую меру: 


ср 
Пусть требуется найти В ЧР 183) или, что то же самое, 


измерить отрезок СБ, принимая „. 

за единицу отрезок АБ. Тогда Ч 

находим согласно предыдущему об- 

щую меру отрезков СР и АВ бе р 
(согласно  допущенню это  воз- 

можию) и рассуждаем тенерь в об- Чер. 188. 
щем виде: положим, что общал 

мера на отрезке АБ укладывается п раз п на отрезке 


---_ < —_.-- 


1 
Ср— т раз. Тогда общая мера ==-_ доли единицы АВ и 


таких долей в СР уложилось тт. Следов., 


Ср т 
Ср= "_ АВили = >. 
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2 
Последнее уравнение можно истолковать так: дробь выра- 


жепа в новой форме, в виде отношения отрезков СР в АВ. 

Возникает вопрос, всегда ли возможно наЯти общую меру 
двух дазных отрезков? Быть может, сколько бы мы ни продол- 
жалн процесс ее нахождения, никогда не удастся дойти до того, 
чтобы последний остаток уложился на предыдущем целое число 
раз? Практика не может дать ответа, на этот вопрос, так как с 
одной стороны, какой бы хороший циркуль мы ни употребляли 
для отложения отрезков, всегда при этом делаются ошибки, а © 
другой стороны, приходятся иметь дело со столь мелкими отрез- 
ками, что невозможно решить вопрос, откладываетея ли получен- 
ный отрезок на другом без остатка. 

В следующем п? мы рассуждением убедимея, что мы можем 
построить такие отрезки, которые не имеют общей меры. 

Два отрезка, имеющие общую меру, называются соизмерн- 
мыми, а ненмеющие общей меры, называются несоизмерн- 
мыми. 

167. Построим прямоугольный равнобедренпый треугольник 
АВС (чер. 184); это построение легко выполняется: строим 

прямой угол. В и на его сторонах от- 
м/с  кладываем произвольные, но равные от- 

МА \ рез ВА—ВО. 
т Станем искать общую меру между 
его гипотенузою АС и одним из кате- 
К тов. Для этого надо сначала отложить, 
сколько возможно раз, катет АР на 
гипотенузе АС. Возникает вопрос, кото- 
рый надо решить рассуждением: сколько 
Чер. 184. раз можно АВ уложить на АО. Несо- 
мненно, можно один раз, ибо гипотенуза, 
больше катета (п° 86), но двух раз уложить нельзя, так как мы знаем 
(1290), что АС АВ-Е ВС или, в виду равенства АВ= ВО, 
АС«2АВ. Следовательно, катет АВ укладывается на гипотенузе 
АС один раз с остатком. Чтобы найтн остаток, построим дугу, 
принимая 4 за центр, радпусом == 48; тогда, пазывая чрез ОБ 
точку пересечения дуги с гипотенузою АС, имеем АР—= АВ и. 
следов., остатком является отрезок РС. Теперь следует отрезот 
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ИС уклазывать на катете 18, пли, что то же самое, па катете 
ВС (ведь ВС— АВ). Для этого из точки 2) строим ЭК АР. 
Тогда 1) А ДСК прямоугольный равнобедренный, так как / С, 
являясь углом равнобелрениого прямоугольного треугольника -4ВС, 
1 „1 - 
равен 4, следов. п,” А=.,@ (так как вумма ХС--ИК 


должна разняться 4). Следов., / @(=К, откула &Р—= ЛС: 
2) РК —=АБ, так как это суть отрезки касательных, проведен- 
пых к кругу терез точку К (ЕВ | АВ, следов., КБ есть каса- 
тельная; так же и АР), ограниченные этою точкою Ан точками 
касания (п°139). Итак, имеем ВЕ — АД-—ОС, т.-е. на катете 
ВС уложили один раз отрезок 7С, после чего остаетея остаток 
КС, который служит гипотенузою прямоугольного равнобедренного 
треугольника АДС. Мы уже теперь, на основанни исследования 
прямоугольного равнобедренного треугольника .1БС, можем утвер- 
ждать: 1) что катет ОС этого треугольника уложитея на КС 
один раз с остатком (следов., ОС укладывается на БС два раза 
© остатком), 2) что после этого мы придем опять к тому же: 
этот остаток (ОР) должно укладывать на катете 0 прямоуголь- 
ного равнобедренного треугольника АДС, и он, как мы уже 
знаем, уложится на ОС два раза с остатком (СМ), который в 
свою очередь уложится па СХ два раза с остатком п т. д. Из 
этого мы видим, что наш процессе нахождения общей меры ни- 
когда не должен кончиться: всякий раз, отложив послединй оста- 
то один раз на предыдущем, мы придем опять к ирямоугольному 
равнобедренному треугольнику, катет которого падо откладывать 
на гппотенузе, а мы зпаем, что он уложится на гипотенузе еще 
один раз с остатком, — следов., всякий раз послелний остаток 
укладывается в предыдущем два раза © остатком. Нтак, общей 
меры нет, т.-е. 


Гипотенуза ин катет равнобедренного прямо- 
угольного треугольника несопзмеримы. 


168. Целые и дробные числа вместе называются рацио- 
нальными числами. Есло мы хотим считать, что отиошение 


двух отрезков у и +, т.-е. опывол ® воегда. равен числу, то раци- 


опальных чисел недостаточно, и математика расптиряет понятие 


о числе !) тав, чтобы всегда можно быхо считать, что отношение 
двух отрезков равно числу: если отрезки соизмеримы, то отпо- 
шение их равно какому-либо рациональному числу; если от- 
резки несонзмернмы, то условимся, что их отпо- 
шение выражает собою какое-то новое число, ко- 
торое вазовем иррациональпы м. Таким образом, на символ 
у 

з Деу = суть отрезки, мы всегда можем смотреть, как на 
число. Если это число мы назовем через #, то имеем 


У, — 1. 
„= или 9 — (=. 


Мы сперва остановимея на первом из этих уравнений. Его 
можно понимать так: 
ели даны два отрезка (напр., у и 2), то всегда существует 


1 я 
отношение этих отрезков, прямое и обратвое (т.-е. ы и |, причем 
у 


каждое отношение двух отрезков служит новою формою для вы- 
ражения чисел: пногда оно выражает знакомые нам из курса 
арифметики рациональные числа, а иногда, если отрезки (уп 2) 
несоизмеримы, выражает повое, иррациональное, чиело. 

Вее чиела, и рациовальные и иррацпональные, обладают при- 
знаком равноправности: они выражаются в одной и той же 
форме, — в форме отношения двух отрезков. 


1) Расширение понятия о числе проводится во всем курсе матема- 
тики: первоначально мы имеем дело ляшь с целыми числами; жехание, 
чтобы действие деление всегда оказалось бы выполвимым, заставляет 
обобщить повятие о числе--п мы вводим в семью чисел дробные числа; 
желание, чтобы вычитание оказалось всегда розможным, заставляет еще 
в семью чисел ввести отрицательные числа. Далее вводится еще прра- 
писнальные и мнимые числа. Кал:дое обобщение понятия с чпеле должно 
быть сделано так: 1) надо, чтобы все члевы расширенной области чи- 
сех оказались рависправными; 2) вадо, чтобы © каждой паре чисея 
можно было бы установить, равны ли они между с06010, пли одно из 
них больше другого (или меньше), причем должвы иметь место акспомы 
для понятий «равно», «больше» в «меньше» [а) если А —= В. тои В=А; 
Ъ) если А =В и В- С, то А—=С; ©) если А-В п ВС, т АС] 
3) чтобы пад любыми чпеламн расширенной области можно было вы- 
полнять все действия, причем по нозможности сохранились бы все за- 
коны хействий. 
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169. О всяких двух данных рациональных чиелах мы можем 
знать, равны ли эти числа, пли олно из них больше другого. 

Теперь вадо расширить это умечие и научиться узнаваль о всяких 
двух числах, будут ли они рапиональны или иррациовальны или 
одно из них рационально, а другое пррационально, равны ли эти 
числа или одно из них больше другого. 

Так как каждое из тех чисел, с которыми мы имеем теперь 
дело, выражается отношением двух отрезков, то мы должны на- 
учиться применять понятия „больше“, „меньше“, „равно“ к от- 
ношениям отрезков, подобно тому, к?к мы это умеем делать для 
рациональных чисел, для отрезков, для углов, для площадей, 
ограниченных прямыми линиями. 

Для этой целя сперва расемотрим ряд отношений с одинако- 
выми последующими членами, напр.: 


9$. 3. 32. 
а хо’ т" 

Мы можем признать, что одно из этого рада отношений равно, 
больше или меньше другого, смотря по тому, будег ли преды- 
дущий член первого отношения равен, больше или меньше преды- 
дущего ълена второго, т.-е. ` 

У № 

1—8, осли 9 = М, 
х 3’ т — 
9 У 
„>. если у >, 
а 
< если Я <» 


Ясно, что мы не впадаем здесь в противоречие с тем, как 
мы прилатаем понятня „равно“, „больше“ и „меньше“ в рацио- 
нальным числам: если отрезки у, п уз соизмеримы с х, то 01- 

4 1; 
ношения ти — выражают рациональные числа, и ясно, что для 
них предыдущие условия справедливы. 

170. Прежде чем перейти к случаю, когда у рассматриваемых 
отношений последующие члены различпы, мы должны остановиться 
а следующем факте. 
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Если имеем два несонзморимых отрезка АВ и СР (чер. 185), 
10 можно построить два новых отрезка, удовлегворяющих усло- 
ВНЯМ: 
1) Оба онн сонзме- } 
римы, например, с отрез- 
А кв, ком СР и один из них 
меньше отрезка АВ, а 


с р другой больше. (9. 
2} Разность между 
Чер. 185. ними равна любой коль, 


сколь угодно малой, от- 
резка СД. | 

Выберем, например, пятую долю отрезка СР. Тогда, чтобы 

цостроить лва указанных отрезка, поступаем следующим обра- 

зом !): разделнм отрезок СЛ на 5 равных частей и станем эту 

часть откладываль на отрезке АВ. — пусть, например, опа уло- 


” Н? 1 
жилась 8 раз с остатком АБ, который, следов., < 5 СТ; тогда 


получим отрезок АЙ, удовлетворяющий уравнению 


. 1 
Отложив от А еще = долю ('0. получим отрезок АЕ, @ ко- 


тором напишем 


` 
Два полученные отрезка А и АГ и суть искомые: 
1) Один из них АА<АВ и пругой АГ АВ; оба онн со- 


1 
измернмы с СО, 2) разность между ними —_ СЛ, т.-е. 


АЁ— АКГ [690] 


1) Здесь мы пользуемся едва уловомою, благодаря своей очевидности, 
акспомою Архимеда: если отрезок а больше отрезка Ъ, то всегда можно 
вайти такое целое писло п, чтобы было п «а, но (п-- Эа. 
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Отеюда мы получаем на основании п” 169: так как АБ`>> АЛ, 
АБ_ АК Ак 8 АВв_ 3 
о ср” СВ’ #0 О [№3 равенства (1)], — следов., св? 5 ; 


о В АТ, о А 9 
‘ск<е СВ’ #6 ры 5 [13 равенства (2)], — 


так как АВ< АГ т 


АВ _9 
слелов., ер<5: 


Эти неравенства можно соедннить вместе: ы 


8 АВ 9 
5<ер<в 


т.-е. нам удалось устаповить, что отношепие наших двух несо- 
измеримых отрезков 4В н СД (или`равное ему иррациональное 


8 9 
число) заключается между числами = п. Эти числа развятся 


958 


1 1 
между собою на 5 (85) а, следов., отношение - 


5-5 раз 


В 
ер 
1 

атся от одного из них меньше, чем на =. Поэтому говорят, что 
В с точпостью до т 
ая постьх =. 
ср 95 

Если бы мы разделили сначала отрезок СШ на 10 равных 
частей, то также пашли бы два отрезка, соизмеримых © СР, 
между которыми заключается отрезок .4В, причем разность 


узнали отношение 


1 ‚ 
между ними равпялась бы 16 СТ. Тогда получили бы, например, 


. 18 
10<6р< т: 
Это неравенство можно было бы толковать так: пам удалось 
7+ 


1 
Го) © точностью до —- Тб . Так ше можно было бы 


узнать это отношение с точностью до —— 


узнать отношение 


1 1 
то 2 Тоби т А 


Юногда даже пишут р = раба т или — (прибл.) т. 
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171. Мы таким образом здесь научились находить рациональ- 
ные числа, меньшие и большие отношения двух несонзмернмых 
отрезков. Легко теперь расширить это умение, а именно: 

О всяком рациональном числе, целом или дроб- 
пом, мы можем установить равно лин оно отноше- 
нию двух данных отрезков, илл больше, или меньше 
его. 

Пусть дапы два отрезка АВ и СШ (чер. 135) и дано число о 


8 

(аптамор ГВ). Мы можем разделить отрезок СР на 4 (па 15) 
о 

равных частей и взять таких частей р (3); тогла получим от- 


8 
рек СТ (= т СР). Если этот отрезок окажется равным 


„Ч : 2 
отрезку АБ, то (п? 169, "= (8 =); если этот отрезок 


— СВ р 
«а ? - АБ Ав . , 
окажется меньше АВ, то-- "< ср (8< рр) е6ли, наконец, 


ср ср 

Дебаслекние. Из предыдущего мы впдим свойства, поторыми должны 
обладать новые чпсла, введевные вами для выражения отнозиения двух 
несопзмеримых отрезков: 1) мы можем найти такое целое пли дробное 
число. чтэбы оно отличалось от вашего нового чвела, выражающего 
отношение двух данных несоизмеримых отрезков, меньше чем на любую 
долю единицы (можно вычислять это новое чпелс с ал1юбою точность), 
нс оно не может равняться никакому цехому пли дробному числу; 2) 0 
всяком целом или дробном числе мы можем установить, большие ли оно 
пли меньше новогс числа, выражающего отношение двух данных несо- 
озмеримых отрезков. 

Можно, обобщая понятие о числе. ие онираться ва отрезки, вс ввести 
иррациональные числа, как символы, которые указывали бы возмож- 
вость как-либо обосновать два предыдущих свойства. Частным елу- 
чаем прранпональных чисед яваяются те числа, которые вводятся в 


яв 8_ АВ 
этот отрезок осажется больше „В, то > (31 ) - 


— 3 — -— 
курс алгебры для того, чтобы считать спмволы |} 2, У Уз пта 
за чпела. Например, для И? мы ныеем, что ов не может равняться ни 
целому, ни дробному чпелу. но 
114<И2<15 
141 Из <! ит. д. 
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ЯЭтп воравенства указывают возможность вычислять Уз с тобою 
ы 


точвость:ю. Проме того, для всякого рацпонального числа моно устано- 
„— 
вить, считать ли его болыне или меньше у 2, папример, возьмем число 


1, 41493 и возведем его в нвазрат — получим 9,0004465129, т.-е. больше 2; 


поэтому 1,41428 >> } 2 гозьмем еще чнело 1 3. п возведем его в кна- 
драт, — получим (1) = т х т.-е. меньше 2; поэтому <! 2. 

172. Можно приближенно вычислять отношение двух несо- 
измеримых отрезков и без уменья делить отрезок на равныо 
части. 

Пусть имеем 2 несоизмеримых отрезка АВ п СО (чер. 186). 
Отложим меньший из инх СР на 425, — пусть он отложитея 
3 раза © остатком АВ; затем 
отложим ЕВ на отрезке Ср — А ОО ИАНЫНЕ 
пусть он уложится | раз с 
остатком 2): затем  отклады- се 
гаем отрезок ЁО на КВ, — нусть ` Чер. 185. 
он уложится 3 раза с остатком ДГБ. у 
Этот пропесс откладызания новего остатка па предыдущем здесь 
никогда не кончится, так как отрезки АБ и СР преднолагаются 
несопзмеримыми. Но-мы можем дяя приближенного вычисления 
отношения 46 в СР принять, применяясь к чертежу 1656, что 
остаток МВ очепь близок в отрезку СО и тогда счесть прибли- 
зптельно, что Г.1) укладывается на АВ ровно 4 раза. Тогда 
вмеем: 


АБ—зСр-- КВ; Ср=КВ-- 1; БВ — (прибл.) 4 ГР. 
Откуда 
(== (прибл.) 5 [ГР и АВ— (прибл.) 19 ГР). 


Отсюда мы можем заключить, что 
19 АВ 19 
В = (прибя.) — — (прибл.) 
А {прибл.) 5 СП или ср (прибл. 5. 


Для того, чтобы дать здесь ответ на существенный вопрос 
приближенного вычисления, каков здесь предел ошибки, надо 
знать теорию непрерывных дробей. Заметим лишь, что этот ответ 
хать можно. 
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Возможно было бы, если остатов ИВ оказался мал, вовсе 

пренебречь им п принять, что А ==(ирибл.) 3ГО; тогда полу- 
р В 
чили бы другое приблизженное значение для ср: 

Если бы мы продолжили далыше процесс отложения: отло- 
жнли ЛВ на ГЛ) (например, 1 раз с остатком), новый остаток 
на ИБ инт. д., то, прервав где-либо этот процеее и приняв, что 
один из остатков равен приблизительно последующему остатку, 
повторенному целое число раз, мы получили бы другое иприбли- 


АВ 
женное значение для св более точное. 


Теория непрерывных дробей могла бы дать указание, сколь 
далеко нало продолжить этот процеес, чтобы получить прибли- 
жениое значение для пашето отпошения с точностью, например, 


о ——. 
100 
173. Перейдем теперь к рассмотрению вопооса, как приме- 
нять понятия „больше“, „меньше“ и „равно“ к двум отношениям 


е различными последующими членами. Иногда удается воспользо- 
ваться арифметическими соображениями. рик огли мы по- 


В'_4 „ 
лучили Е и Е (где АБС, АБ’ и СО суть от- 
АБ лв 
резки), то ясяо, что сП=О-Ьз Также, если удалось узнать, 
К АВ _ 5, А.В _ ь има, вЕсиманис, что ы 2 
что с— р ==» то, принимая во вгимание, чт 575 


4 __12 о В +В д 18’ «БВ 
( 5-5 МЫ имеем 1, <Зртуу се"> о 


Но случаи, когда возможно воспользоваться арифметпкою. 
редки, и нам необходимо разобрать вопрос о равенстве нли не- 
равенстве двух отношений в предположении, что мы ино знаем, 
какому именно числу равпо каждое из них (а если ЯВ и СБ 


чесоизмеримы, то символ мы пе всегда даже в состоянии 


Ав 
ср 
заменить другим символом. выражающим то же число в арифме- 
тической форме). 


Для выяснения вопроса обратимся сначала в арифметике. 


Э 5 . . 
—; найти чиело большее одного из 


Пусть дапы два чиела, 951; 


них и мопьшее другого. 
Для этого приведем наши дроби в общему знаменателю: 


216 5 
912154 


15 
==. 


Мы видны, что требуемое число пельзя найти в виде дроби 
с0 зпамепателем 72. Поэтому, обращаясь к более мелким до- 


лям, получим: 2 32 и 5 — 30 Отсюда находим искомое 
Я ПИ аа и 94 144 х 
число 144` 
Далее, так как 
248 5 45 
97516 24 216 


46 
то вот еще искомые числа; -- и —-. 
щ й: 9161 516 


25 з 
Разлробляя —- и в еще более мелкие доли, найдем, 


9 5+ 
что искомых чисел бесконечно миого. Возможность нахожде- 
э 
ния таких чисел имеет причнною, что -- и 5, не равны 


5 2 
(5:<з) Если же нам даны два равных числа, хотя бы и в 


различной форме, напр., -8 то найти указанные числа не- 


и 16 
возможно. 

Теперь нам числа даются в особой форме: в виде отношений 
отрезков. Мы не умеем изменить эту форму так, чтобы отно- 
шение двух отрезков оставалось равным самому себе, но чтобы 
последующий член сделался  одинакогым с последующим 
членом другого отношения (так мы в арифметике поступаем с 
дробями с целью узнать, какая из них больше), но “зато мы 
умеем (п? 171) всякое рациональное число сравинвать с отно- 
шением двух данных отрезков. Поэтому мы можем те заключе- 


р 
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ния, какие вывели из решения предыдущей арифметической за- 
дачи, применить к сравнению двух отношений отрезков, незави- 
енмо от того, соизмеримы ли или нет эти отрезки: 

Два отношения (двух пар отрезков) равны ме- 
жду собою, если нельзя найти рационального числа 
так, чтобы оно было больше одного из этих отно- 
шений и меньше другого. 


Если же, наоборот, удается найти такое рациональное число р, 


В А’В' 
чтобы р было больше СП’ но чтобы рх- СГП! то наши отно- 
| А'В' АВ’ АВ 
пения ри г не равны, а именно @р’> ар: 


174. Мы можем простыми геометрическими построениями полу- 
чить 3 пары отрезков, отпошения которых равны между собою 
Построим ХА (чер. 187) и на одной его 

А стороне отложим равные отрезки: АВЫ— 
-= ВС= СР, затем построим ВВ’ || СС' || 
НЬЮ’; тогда, согласно п° 111, получим 


В „1В' = — вс С'Ш’. Теперь нетрудно со- 

ставить несколько пар равных 

с отношений: АВ _ АВ’ (ка- 
вот вр 


1 
ждое отношение == =; общая 


мера отрезков АВ и ВД есть 


Чер. 187. 
АВ, а отрезков АВ и ВР 
„ АС 40° 2 
есть АБ’) АВА (каждое отношение —= э; общая мера для 


АС и АШП есть также АВ, & для АС'и АР’ — также АВ’) ит. п. 


175. Можно обобщить предыдущий пример: построим ДА 
(чер. 188) и пересечем его произвольно, не откладывая каких- 
либо равных отрезков, параллельными ВО, СЕ, ММ. Не ока- 
жетея ли, что и здесь отношение каких-либо двух отрезков на 
одной стороне угла разным отношению соответствующих двух 
отрезков на другой стороне? Рассмотрим, напр., отношения 
вс ГЕ 
АВ" АБ’ 
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Выберем самое большое число со знамекателем я, где ю лю- 


вс 
бое целое число, так, чтобы опо было меньше отношения ЯВ 


Дая этого разделим отрезок АВ на п равных частей и станем 
эти части отклалываль на отрезке ВС; допустим, что их уло- 
жатся т с остатком КС. Тогда имеем: 


ВК _ВС 
ВЕК < ВОС и, следов., ЧВ<АВ но 
ВЕ т. т ВС 
АВ-— в Следов. "< АБ’ 


Построив ряд прямых параллель- 
ных ВРи СЕ чрез концы отложенных 
н-ых долей АВ, увидим, что этими 
прямыми отрезок АБ разделатся на т” Чер. 183. 
равных частей (по 111) итаких частей 


на отрезке РЕ уложится т с остатком СЕ. Тогда РЕ« ОЕ и 


Г, РЕ ФГ т т 
следов., Ар< р но Яо=я- Отсюда. заключаем, что число 7 


меныпе также и отношения ОЕ к АО, т.-е. 
т« ДЕ 
2 ЯВ 
Отсюда мы видим, что всякое число, меньшее одного из на- 
ших отношений, должно быть меньше другого. Мы говорим „ве8- 
вое число“ потому, что число мы можем выбрать каким угодно, 


78 
а чнелитель дроби „> мы брали так, чтобы получилась наиболь- 


шая дробь с0 знаменателем *, меньшая отношения ЯВ 


[ Точно так же можио увидать, что всякое число, большее 


первого отношения, должно быть больше и второго, для этого 
надо рассмотреть наименыпее число со знаменателем п, большее 


отношения ЯР а для этого надо от точки А отложить одну 


я-ую долю АВ, до точки А’. Тогда ВА’>> ВС и, следов., м яв” 


вс но ВК т--1 
>—= ТВ’ 9 - чить" следов., 
т--1 
п я 
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Построив чрез А’ прямую КГ || СЕ, найдем "а. другой сто- 


Й = Е Г; ОЕ 
роне угла точку Г’ таь, что ЭЁ’ >> ОЕ и, елодов., Я ии>! 17 п 
Вр Цит Поэтом 
Ар ‘п ‘` у 
т--1_ БЕ 
пи ТАБ 


Плав, даже наименьшая из дробей со знаменателем и, кото- 
ЗИ: 


рая больше отношения оказывается больше, чем и отно- 


АВ’ 
еши РЕ 
шепие — |. 

АП 

Отсюда общее заключение: нельзя найти такого числа, кото- 
ВС ПЕ 
рое было бы меньше одного из отношений му и я и в то же 
з 


время больше другого из них; следов., признак равенства двух 
отношений (п° 173) оправдывается, т.-е. 


вВ( ЛЕ 
АВ АР’ 
Если оказалось бы, что и-ая доля АП уложплась на ВС т 
раз без остатка, то тогда, р ЕЕ и при помощи параллельных 
ОЕ т 


увидим, что и —» т.-е. и здесь оправдалось бы вышенани- 


Ар 
санное равенство. 
Мы могли бы взять также на первой стороне отрезок АС и 


ла другой —ему соответствующий отрезок АЁ. 
АС АЕ 


ЗВ“ ар’ 
что напбольнее число со знаменателем я, которое меньше отно- 


ас тя 
шения --;, ель —— и оно, как легко увидеть, меньше 


Е 
также и отношения - [Точно так жо наименышее число 
т п 
ттЕи +! со знаменателем 2, большее первого отношения, ока- 
ывается больше и второго]. Отсюда заключаем, что 
АС _ АЕ 
АВ А 


Тогда, рассматривая отношения мы ‘увидали бы, 
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Так же точно можно выяснить и следующие равенства !): 
АВ АБ АС _ЛЕ ав =“ ВС т, 
В0- БЕ В6 РЕ 10 ЛЕ 40° 

Аля выяснения этих равенств надо ноступать так же, как 
выше, но делить на я равных частей не отрезок АВ, но ВС и 
затем ('. Каждое из полученных равенств иазываетсея про- 
порциею. 

Если построить еще 2/2^Х]|] СЕ, то легко распространить тем же 
способом полученный результат н на новые отрезки. Тогда, вапр., 
ВС -ЛЕ 
И-М И т К 
Отеюда имеем: 


получим 


Если стороны угла пересечь параллельными, 
то отношение двух каких-либо отрезков на одной 
стороне угла равно отношенню двух соответствую- 
щих отрезков на другой стороне угла. 

То же свойство выражают короче: 


Жели стороны угла пересечь цнараллельными, 
то отрезки на одной стороне угла пропорцио- 
нальны соответствующим отрезкам на другой. 

Слово „пропорциональны“ надо понимать в том смысле, что 
отношение всякой пары отрезков на одной стороне равно отно- 
шению соответствующей пары отрезков на другой. 

Это определение пропорциональности совпадает с тем, кото- 
рое известно из арифметики. В самом деле, возьмем одну из 
наших пропорций, напр., 

. АВ _Ар 
ВС ПЕ 

Отеюла легко увидать: 1) если .1В>> ВО, то и АР> РЕ, 
т.-е. с увеличением одной величины — отрезки па каждой прямой 
можно рассматривать, как величину — другая также увеличн- 
вается: 2) если, напр., АБ —3 ВС, то р во— 3 и, следовательно, 


р 
Е 8, откуда АИОД-ЕЗОЕ, т.-е., если одна величина увеличи- 


1) Падо здесь обратить внимание на добавление к п® 11]. 


вается в несколько раз, то и другая увеличивается во столько 
же раз. 
176. Пусть теперь /_ А (чер. 189) пересечен не параллель- 
и АЕ 
АВ" АС ` 
Построим РЕ|| ВС и разделим АС на такне равные части, чтобы 
каждая из них была меньше отрезка РЁ, и станем эти части 
откладывать на отрезке СЕ. Тогда конец 
А хотя бы одной такой части попадет куда- 
лнбо между точками Ри Ё (ибо каждая 
часть < ЕЕ), — пусть К есть конец одной 
из таких частей. Положим, что 
пришлось АС разделить на п 
равных частей и что таких ча- 
стей от .1 до К уложилось т. 


ными прямыми ВСи ДЕ. Сравним, напр., отношения ——- 


7 ОИ Тогда 
К АК дроби , шо АКСАЕ 
< Ас — ^РООИ д? 1° ЧЕ-АЯ 
(ибо последующие члены  оди- 
Чер. 189. наковы, в АА АЕ), следова- 

тельно, 

эн, 
дробь я < а- 


Построив через концы отложенных частей ряд параллельных 
(на чертеже дапы пунктиром), последнею из которых есть АА”, 
мы увидим, что точка К’ придется вне отрезка 47), что АВ раз- 
делится на я равных частей и что такнх частей на АК’ уло- 
житея т. Поти . 


В "Е -ЕАробл но т >“ Ат (ибо последующие члены одина- 


ковы, а АД’ > Ар), следовательно, 
ИД 
обь — > ——-. 
дробь „> р 
Мы видим, что здесь удалось найти дробь, которая меныте 
охного из отношений и больше другого; поэтому наши отношения 
АЕ 


не & именно ар <> 
равны, мен АВ Я б- 
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Добавление. При нашем способе построения отрезков и при 
том порядке, в каком мы их берем для составления отношений, 
то из двух отношений оказывается меньше, члены которого рас- 
положены на стороне угла, более близкой к точке пересечения 
непараллельных ВС и ПЕ. 

Если рассматривать отношения, обратные предыдущим, т.-е. 


АВ „ 46 то имели бы, что АВ Аб т.е. то отношение 
Ар" АЕ’ пы, 9 ре Е т“ т 


было бы больше, члены которого располагаются иа прямой, более 
близкой к точке пересечения прямых ВС и РЕ. 

177. Предыдущими признавами можно пользоваться для узна- 
вания, равно ли отношение одной пары отрезков отношению дру- 
гой пары. Пусть, напр., имеем 4 отрезка РОВИИИ- ИНИА 
а, В, си Я (чер. 190). Узнаем, равно э 
ли отношение отрезка < к отрезку 6 


а 
(== $) Отиошению отрезков е и 4 а 


С В 
(== =) Для этой цели построим 


какой-либо / О на его сторонах по- 
строим отрезки ОА—=а, ОВ=Б, ОС—= 
—еи Ор--а. Построим затем прямые 
АС в ВБ: если АС|| ВТ, 0 =, 


если .1С це || ВЛ, то уно равно -3 (воли, 


например, как то приблизительно имеет Чер. 190 
место на чертеже, прямые АС и ВБ 
пересекалотся в какой-либо точке, более близкой к ОШ, чем п 


с а 
ОВ, то а > 2) 


а [Я 
Добавление. Пусть оказалось, что 4С|| ВХ. Тогда = 


[14 
в _а или, на основании п°175 ра Че АВ СР 
ав ‘’ ра \ “0-0 
ит. п. 


178. Если 4 данных отрезка а, 6, си 4 таковы, что, напр., 


с 
д’ ТО эти 4 отрезка составляют пропорцию, пли мы 


= 
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пмеем 4 пропорциопальных отрезка. Пропорции, членами 
которых являются отрезки, обладают свойствами, сходными со 
свойствами пропорций, членами которых служат числа. Покожем, 
паир., что в пропорцин 


с 
фея еее. () 


где а, 6, си 4 суть отрезки, можно переставлять средние члены, 
т-е., что из предыдущей пропорини вытехает другая, а именпо 


а 6 
а ееее (2) 


Для этого на сторонах угла О (чер. 191) отдожим члены 
пропорции (1); ОЛд=а ОВ—6Ь 006=е и ОР=а и 
постропм прямые АС 
и ВР. 

Так как пропорция (1) 
справедлива, то АС || ВД. 

Отложим еще: ОС'— 
—=0С—=е, ОБ Ор— а, 
ОБВ'—0ОВ-Ь, п построим 
прямые АБ’, 0С', Р'В 
и 0’С. 

Тогда мы будем иметь 
Д ОСА= ООВ (ибо 
ас || ВР) = / БВ 
(ибдОБО= ОВО 
у этих треугольников 
ОВ'—ОБ, 00'—0ОЛ и 

Чер. 191. ХО общий). Отеюда 

следует, что Д ЛСВ'-- 

ДАР —= 24 (ибо / АБВ! = Д ОСА), т.-6. около четыре- 
угольника АСЬ’Г’ можно описать круг (этот круг на чертеже не 
дан). Поэтому углы САБ’ и СЬ’В' суть углы, вписанные в этот 
круг и опирающиеся на одну и ту же дугу СВ’, откуда заклю- 
чаем, что / САВ' = / СВ, но ДСБ = СЬБ, ибо 
А СОБ = АСВ (из равенства ЛД ОБДХ и А ОВ'Ш' вытекает, 
что ВО — В'Г’; также из равенства ЛД ОСБ и АОСР выте- 
кает, что ОС’ —= "О, наконец, ВО’ — В'С, ибо ВС' —=ОВ— ОС’, 
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а В'(— ОВ’ — 00), следов., /. САВ'== / СОВ. Теперь Х СВ'А 
является внутренним углом А САВ', а /_ ОСА есть внешний угол 
для этого же треугольника. 
Поэтому Д СВ'А или Х ОВА—= И ОСА— / САБ... 
Далее непосредственно видим / ОДС'—=/ ОРВ- И СРВ. 
Но мы видели, что Х/ ОСА—ДХОРВи / САВ' = СОБ, 
откуда следует, что Х ОВ'А= ДОРС, т.-е., что АВ’ || СП 
Поэтому имеем право написать пропорцию 


0А ОВ’ а [1 ‚ 
о-в а 


что и доказывает возможность переставлять средние члены про 
порции 1). 


179. Чтобы лучше усвопть мысль, выраженную в 1113, рассмотрим 
здесь еще пример. 
Пусть (чет. 192) через точку А построены: АВГВО и наклонные 
АС и АО. Сравним отнощенпе паклонных © отношением их проекций, 
АС ВС 
те р 6 во: Построим прямую 
СЕВА; затем разделим АГ (боль- 
шую наклонную) на столько равных 
частей, чтобы каждан часть была 
меньше разности между АС и АЕ 
(АС АЕ, что видно из Л АСЕ, где 
ХЕ тупой). Называя эго число рав- 
ных частей, на которые делим АО, 
через п, пмеем: 


АС АЕ> АР. 


Поэтому, если на АС укладывается такох частей т с остатком, то 
на АЕ их уложится по крайней мере на одну меньше, т.-е. ш такох 
частей составят отрезок больший, чем АЕ. 

Равделив АТ на указанные равные части, мы найдем отрезок АК, 


т 
больший чем АЕ и равный , АП. Постронв через чочки деления ряд 


параллельных пернендикуляру АВ, найдем, что ВГП разделится на п 


:) Это доказательство заимствовано из О. НИБеге. Сгапаоеп дег 
Сеотейте. 
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п 
раввых частей и получим отрезок ВЬ=т ВО, причем ВЕ >> ВС. Итак. 


имеем - 


ВТ, 
ВЕТ ВО, пли т=т 


ВС т, 
но ВС < ВТ, поэтому Во <“ЪЕ ВО’ ии 


ВС 
дробь п ВО: 


Согласно условию на наклонной АС тех частей. на которые разде- 
лена АП, укладывается т с остатком, т.-е. 


АС 


т АС 
АС тАБ или >в вли дробь т < Ат: 


и 
Итав, нам удалось найти такое число `„, что оно больше отношения 


(с АС 
проекций В), и мевьше отношения навлонных 55), откуда ва- 


клкочаем, что 
АС ВС 
АБ > ВР. 


(Отношение наклонных больше отношения их проекцуй). 


ГЛАВА ХУШ. 
Измерение прямолинейных отрезков. 


180. Итак, если имеем 2 отрезка у и х, то можно составить 
уравнение, связывающее эти два отрезка, в виде (п°168) 


4 
“== или ух 
т Ч у 


где Ё есть число рацион. или ирранион. 

Остановимся теперь на второй форме этого уравнения, т.-е. 
у— Ах. 

Примем отрезок х за единицу, т.-е. положим, что я=1; тогда 
из предыдущего уравнения получим у=, т.-е., если отрезок х 
оценить числом 1, то отрезок у выразится числом Ё. Поэтому 
уравнение у —Ёх понимают так: 
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Мы измерили отрезок у, принимая за единицу отрезок 2, при- 
чем в результате этого измерения получилось число й. 
Вот примеры: 


1) Длина комнаты —85 аршин, 


т.е. мы измерили прямолинейный отрезок, называемый „длиною 
комнаты“, принимая отрезок, называемый „аршином“, за единицу, 


1 
и получили в результате чиело 85. 


13 
2) Рост этого человека — 1: 


т-е. мы измерили прямолинейный отрезок, выражающий рост этого 


сажени, , 


человека, принимая за ецнницу сажень, и получили число т. 

8) Отр. А—0,377 отр. Б, 

т.е. мы измерили отрезок 4, принимая за единицу отрезок В, 
п получили чиело 0,377. 

Тот отрезок, который принимается за единицу, называется 
линейною единицею: в 1-м примере линейною единицею 
служит аршин, во 2-м -—— сажень, в 3-м — отрезок В. 

Следует заметить, что все предыдущие равенства могут быть 
ланы и в другой форме: 


длина комн. 1 Рост этого чел. 13 
1) м в: 2) =. 2; 
аригин 2 сажень 16 
отр 4 _ 
< = т 
) отр. В 0,377, 


1 
те. „отношение длины комнаты к аршину==числу 85“, „отио- 


шепие роста этого человека в сожели == числу 1, „отношение 
отрезка 4 в отрезку В—=— чиелу 0,377“. 

Таким образом, задача „измерить отрезок „4, принимая отре- 
305 Р за единицу“, совпадает с задачею „найта отношение 
отрезка Л к отрезку В“. 

181. Всякие два отрезка у и х можно связать уравнением 


У—х, 


где А какое-либо число целое, лробное или иррациональное. Дру- 
гими словами: всякий отрезок может быть измерен, принимая 
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какой-либо другой отрезок за линейную единицу, причем в 
результате измерения получитея число целое, дробное или ирра- 
циональное. 

Если число Ё окажется рациональным (целым или дробным), 
то предыдущее уравиение у —/х укажет нам, как можно из ли- 
нейной единицы х полузить измеряемый отрезок у (напр., если 


8 в 
У— яя, то для получения у надо линейную единицу х разделить 


на 7 равных частей и взять 3 таких части). 

Если число Ё окажется иррациональным, то уравнение у=— Ах 
таких указаний нам дать не может: ведь для нас иррациональное 
число и определено лишь, как отношение двух несоизмеримых 
отрезков (п°168). В исключительных лишь случаях возможно, что 
это иррациональное число выразится каким-либо иным символом, 
напр., У ?; тогда это обстоятельство может нам помочь получить 
отрезок у, выполняя некоторые построения над отрезком т. 

Поэтому прибегают к приближенному измерению. 
В по® 170 и 172 мы иаучились узнавать приближенные значения 
отношения двух отрезков: в п°170 мы для этой цели пользова- 
лись умением делить отрезок из равные части, а в 05172 0бо- 
шлись без этого умення, причем, однако, в 02170 мы могли найти 
приближеннос значение с какою угодно, наперед заданною, точ- 
ностью, а в п°172 мы указали, что это было бы возможно лишь 
при знании теории пепрерывных дробей. 

Теперь иам придется обратиться к п°170 е целью истолковать 
в другой форме полученные там результаты. 

Возобновим чер. 185 и поставим задачу: измерить отрезок АВ 
© точностью до 5. принимая отрезок СД за линейную единицу, 


причем будем считать, что АВ и СР не соизмеримы. Мы полу- 
чили в п2170 два отрезка АК и АГ, которые оба соизмеримы с 


лпиейною единицею СО, причем АЕ=8 СРи АЕ СР. Так 
как АК АВ, но 4Ё> АБ, то отсюда вытекает 


2 ор<Ав<- СР. 
Иногха то же самое записывают в виде: 


АВ— прибл. > СР (с недост.), или > ср (с изб.). 
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[Пояснение. Если вместо отрезка АВ взять отрезок АК СР, 


то здесь чего-то „недостает“ сравнительно с отрезком АВ; по- 
этому в скобках пишем „с педостатком“. Если вместо 4.В взять 


9 
отрезок АБ. СР, то здесь имеется „избыток“ сравнительно 
с отрезком 4В; поэтому в скобках пишем „с избытком“ ]. 
9 
Считая отрезок АВ равпым-=- 8 Ср, или СТ, мы в обоих 
случаях делаем ошибку, меньшую-=— Ср. Поэтому мы говорим, 
1 р 
что измерили отрезок АБ с точностью до -5 лине йной 
единицы С7). 
Также точно могли бы измерить отрезок АВ линейною еди- 


ницею СО с точностью до. СБ. Напр., могли бы получить 
18 
т Ср <4В < к Ср 


или АВ - прибл. . СР (с недост.), пли 1 СР {с избыт.). 


В 15170 имеются соответствующие записи об отногненин- а 
нменно: 
АВ 18 АВ 17 8 
то < ср < 6 ей = прибл. 16 или = прибл. 10 


182. Мы можем предыдущую задачу решить в общем виде: 
измерить отрезок АВ линейною единпидею СО с точностью 


до СР. Разделим СР (чер. 193) 


на п равных частей и станем эти 
части укладывать на отрезке 48; 
пусть их уложилось эл с остатком И 
КБ, причем кВА СТР (всегда 

р? Чер. 138. 
можно дойти до такой точки 


Е—в этом состоит акснома Архимела, см. подстрочное при- 


мечание на стран. 168). Отрезок 1А = = Ср, но он меньше 
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. т 
отрезка А.Б, причем разность этих отрезков меньше > СТ; по- 
этому мы можем принять, что 

о Ти 
АВ-—- прибл. > СТ (е недост.). 
Га 


Еели отложить от точки А еще одия раз и-ую часть единицы 


=. т-—-1 
СО, то перейлем за точку В и получим отрезок "Е! СР, ко- 


: „1 
торый больше отрезка АВ на отрезок, меньший СП. Поэтому 


опять имеем: 


АВ=- прибл. т СР (с избытк.). 
Тоже самое можно записать в виде неравенств: 
т "Ср <ав< тт "Тор 


Заметим, что на практике примеияют изложенный здесь спо- 
соб приближенного измерения ко всяким отрезкам, не разбирая 
вопроса, соизмерим ли известный отрезок с линейною единицею 
или нет. 

183. В 1°172, находя приближенные значения, отпошения 
отрезков АВ и СР (чер. 186) без умения делить отрезок иа& 
равные части, мы писали: 


АВ (прибл.) Е ор. 


т.-е. и здесь мы измеряла приближенно отрезок АВ линей- 
ною единицею СО, хотя и не знали, с какою именно точностью 
это выполняли. 

Следует, одиако, обратить внимание на п” 172. так как из 
него видно, что для измерения одного отрезка другим, или для 
нахождения отношения двух отрезков, умение делить отрезок на 
равные части вовсе не столь иеобходимо, как это могло пока- 
затьея с первого взгляда. 
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184. Обращаясь к пи? 165 и 172, мы можем выяснить те свой- 
ства отрезков, которые необходимы для того, чтобы находить 
отношение двух отрезков, или, другими словами, чтобы выра- 
жаль отрезки числами, принимая определенный отрезок заединицу. 

Необходимо прежде всего умение откладывать один отрезок 
на другом, причем необходимо уметь различать, когла один отре- 
зок равен другому или больше другого или, наконец, меньше 
другого (ведь все время в п°165 и в п°173 приходилось откла- 
дывать на одном отрезке части, равные другому отрезку, и 
о полученном остатке установить, что он меньше откладывае- 
мого отрезка). 

Затем нам приходилось, например, в п°165, писать равенства 
вроде 

Ср—=зЗАВ--ЕБ 


или, более подробно: 
СЮ=АВ-АВ-- ЕР. 


Писать подобные равенства мы можем лишь при уеловни зна- 
ния, что значит сложить два отрезка. Итак, надо еще знать, что 
значит сложить два отрезка, причем должно быть установлено, 
что можно найти сумму ‘всяких двух отрезков. 

Все перечисленные знания относительно отрезков изложены 
в самом начале курса геометрии. Так как, нроследив пп? 165 и 172, 
мы увидим, что иных знаний относительно отрезков не требуется, 
то мы можем установить, что сведения, данные в пп°8 — 10, об 
отрезках достаточны для умения находить отношение всякой пары 
отрезков. 

Умение делить отрезок на равные части, которым мы пользо- 
вались в п? 182, несущественно, —- это видно из п? 172. 

Если пмеем совокупность предметов, причем 1) для каждых 
двух предметов этой совокупности можно установить, равны ли 
они, или один из них больше другого и 2) можно устаповить 
понятие о сумме двух предметов этой совокупности (а, следова- 
тельно, и 0б их разности) 1), то говорят, что эту совокупность 
предметов можно рассматривать, как систему величии. 


:) Всякие два предмета этой совокупности должны иметь суму. 
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Совокупность прямолинейных отрезков можно 
рассматривать, как систему величин. 


Каждый отдельный отрезок является значеилем этой си- 
стемы величин. 

Каждое значение системы величин может быть выражено 
числом, принимая другое се определенное значение за единицу 
(каждый прямолинейпый отрезок может быть выражен тислом, 
принимая за единицу определенный отрезок). 

Свойства прямолинейных отрезков, позволяющие их совокуп- 
ность считать спистемою величин, выражают словами; всякий 
прямолинейный отрезок имеет длину. 

Па практике для измерения отрезков употребляются раз на- 
всегда выбранные единицы, называемые линейными едини- 
ницами. Вот напболее употребительные линейные единицы: са- 
жень, аршин, вершок, верста, фут, дюйм, метр, километр, 
сантиметр. 

На практике не различают, соизмерим ли или нет данный 
отрезок с сдинкцею, а всегда измеряют с какою-либо точиостыо. 
Например, если отрезок начерчен на бумаге, то к нему прикла- 
дывают линейну, на которой нанесены, например, дюймы, разде- 
ленные на 10 равных частей каждый, и смотрят, сколько целых 
дюймов н десятых долей дюйма укладывается на данном отрезке, 
пренебрегая остатком меньше половины десятой доли дюйма, или 
считая его за целую десятую долю дюйма, если он больше по- 
ловины ее. 


185. Упражнения. 1. Даны два отрезка АВ и СР. Найти 
АВ 
р’ 
ср 
АВ 
п, наоборот, измерить СБ, принимая .1В за одиницу). 


полагая, что эти отрезки соизмернмы; пайти затем 


(или: измерить отрезок 48, принимая СФ за лин. единицу 


2. Даны 2 отрезка. Пайти приближенное значение их отно- 
шения, принимая, что третий остаток при отыскании их ‚общей 
меры можно принять за их общую меру. 

Е ае"ы 2 (весопзмеримых) отрезка. Найти их отношение 


с точностью до 8 затем квайти © тою же точностью их 
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1 м 
обратное отношение (измерить с точностью до $ первый отре 
\ 

зов, принимая второй за единицу, и, обратно, измерить с тою же 


точностью второй отрезок, принямая первый за единицу). 


ГЛАВА МХ. 
Измерение углов и дуг круга. 


186. В самом пачале курса геометрии было установлено, что 
значит равные углы, что значит один угол больше другого и что 
значит найти сумму двух углов, причем, чтобы не делать каких- 
либо ограничений, надо принять во внимание п°19, где угол 
рассматривается, как результат поворота луча около точки (в 
плоскости). Благодаря этому, углы составзяют систему вели- 
чин, & каждый отдельный угол является определенным ее 
значением. 

Так как здесь налицо те же основные положення, как и при 
рассмотрении отрезков, то все, что мы нашли для отрезков, 
справедливо н для углов: тавже можно измерять углы, принимая 
один из них за единицу, или находить отношение двух углов. 

Чтобы измерять отрезки, нужно было только одно умение 
(пп° 165 и 172): откладывать на большем отрезке меньший. 
Так же точно, чтобы выполнять измерение углов, мы должны 
уметь откладывать меньший угол на большем, —а это мы умеем 
делать, умеем отличать больший угол от меньшего и умеем строить 
угол, равный данному. 

Что же касается приближенного измерення углов (подобного 
изложенному в п° 181 для отрезков), то мы можем средствами 
геометрии лишь выполнять эти измерения © точностью до 
211 1 1 
2? 4’ 8?’ 16 
2, 4, 8, 1бит. д. равных частей. Существуют механические спо- 
собы делення угла на сколько угодно равных частей. 

За единицу при измерении углов принимают прямой угол; в 
предылущем курсе мы часто встречались с углами, измеренными 
прямым углом. Например, если в равнобедренном треугольнике 


13 


и т. д, так как умеем угол делить только на 
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з в | 
один угол прямой, то каждый из остальных — прямого 


1. я 
($ 4 |; каждыи из углов равностороннего треугольника — 


== 4; сумма внутренних углов я-угольтика = 24 (п — 3) ит. д. 
Но эта единица оказывается очень велика и на практике 


1 
берут другую едпиицу, которая — 96 “бти прямого угла 


90 

письме обозначают эту единицу знаком (5), поставленным около 
числа, выражающего угол в этих едниицах. Тогда @— 90° и, 
следовательно, 


1 
(5 4} и которая называется угловым градусом, при 


2 
угол равнострононнего треугольника —54 — 60°, 


сумма углов треугольника — 24 — 1809 и т. д. 


Затем вводят еще единицы: угловой градус делят на 60 рав- 
ных частей, и такую часть называют угловою минутою,— 
ее знак ('); угловую минуту делят еще на 60 равных частей и 
такую часть называют угловою секундою, — ее знак ("). 


Например, имеем ча — 22580'; и Я—5°37'30'. 


Деление прямого угла на 90 равных частей, а углового градуса 
на 60 равных частей и т. д. нельзя выполнять геометрически 
(циркулем и линейкою), а возможно лишь выполнять механиче- 
скими способами. 

187. Упражнения. 1. Часы показывают 25 минут второго. Вы- 
числить в градусах угол между стрелками часов. 

2. Вычислить в градусах (минутах и секундах) внутренний 
угол правильного 8-угольника, 12-угольника, 20-угольника (его 
еще мы не умеем строить), 14-угольника (его геометрическими 
способами невозможно построить). 

3. Даны 2 угла; найти отношение этих углов, полагая, что 
при отыскании общей меры этих углов дойдем до остатка, о ко- 
тором можио, хоть приближенио, принять, что он укладывается 
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в предыдущем целое число раз (наложение одного угла на дру- 
гой надо выполнять при помощи циркуля. 

188. В п°21 мы научились различать равные дуги одного 
круга (или равных кругов) и неравные дуги (зиаем, что значьт 
одна дуга болыше другой), составили понятие о сумме двух дуг. 
Назо лишь иметь в виду, что сумма нескольких луг может ока 
залься больше всего круга: прикладывая в одной дуге другую, 
к полученной сумме третью и т. х, можем обойти весь круг и 
зайтн за ту точку, где пачинается первая дуга. На оспованиг 
этих сведений мы также, как и для отрезков, можем утверждать, 
что дуги одного круга можно выражать числами, принимая за 
единицу любую дугу. Для выполнения измерения дуг необходима 
мипь одно умение, — умение откладывать равные дуги, а это 
можно выполпять при помощи циркуля, которым можно отела- 
дывать равные хорды: равным хордам соответствуют равные 
дуги (п° 119). 

Обычно за елипипу при измерении дуг принимают 1/35 часзь 
всей окружности; разделить окружность на 360 равных частей 
гсометрическимп способами мы не можем, можем достигнуть этого 
механическими приемамн (п° 148). Эта сдипица называется дуго- 
вым градусом; дуговой градус делят еще на 60 равных 
частей и эту часть иазывают дуговою минутою; разделив 
последнюю на 60 равных частей, получим дуговую секунду 
Знакн для их обозначения употребляются такие же (°, 'и”“) 
как и для угловых градуса, минуты и секунды. Недоразумених 
здесь быть не может, так как всегда видно, об измерении угла. 
пли дуги идет речь. Папр., | 


Д АСВ 56° 8’ 94" и ‹) МХ=11° 42' 5" 


(в первом случае угловые единицы, во втором — дуговые\. 

189. В том случае, котла лве дуги одного круга или два 
угла несонзмернмы, отношение этих дуР пли отношение этих углов 
признается нами разным какому-то иррациональному числу. 
Однако, мы не можем утверждаль, что эти числа таковы же, как 
и те, которым равлы отношения каких-либо двух отрезков: чтобы 
это утвержлать, надо было бы убедиться, что для любой пары 
углов (или дуг одного круга} можно было бы построить два, таких 
отрезка, чтобы можно было призвать отношение двух углов (или дуг 


13* 
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круга) равным отпошению хвух построенных отрезков, т.-е., чтобы 
быть убежденным, что всякое рацион. число, большее одного из 
этих отношений, больше и другого, и всякое рацион. число, 
менынее одного из этих отношений, мепьше и другого. Геометри- 
ческого решения указанного вопроса (построить требуемые два, 
отрезка) вообще не возможно, но`общая теория иррациональных 
чисел позволяет утверждать, что отношение двух несоизмеримых 
значений одной п той же системы величин (напр., углов) дает 
иррац. число, которое можно рассматривать, как отношение двух 
несоизмеримых отрезков. 
190. В частном случае мы можем легко усмотреть, что отно- 
шение двух углов равно отношению двух определенных дуг. 
Ностроим круг О (чер. 194) и 
два центральных угла / ЛОВ и 
( СОЬ, которые опираются соотв. 
на дуги АВ и СЛР. Рассмотрим два 
С. АОВ „> АВ ция 
7000 “о бра" 
дем самое большое число со знаме- 
нателем я, чтобы оно было меныше 
первого отношения. Для этого раз- 
делим / СОГ на я равных частей 
(выполнить на самом деле такое 
построение мы можем лишь тогда, 
Чер. 194. когда число ® есть стелень числа 
2, т.-е. 4, 8, 16, 32..., если ще 
число я какое-либо иное число, то все хальнейшее должно осно- 
вываться на допущения, что существует угол, хотя мы его по- 


отношения 


_ 
а. 


.“ 


строить и не умеем, составляющий —— часть данного / СОР) и 

станем такие углы укладывать на угле АОВ, — допустим, что их 
1 

уложится т с остатком КОВ (/. КОВ < Д СОБ); тогда мы 


= т 

найдем число -- , самое большое со знаменат. я, которое меньше 
Д дов 

7 бор (здесь же получим самое малое число со знамен. я, ко- 


торое больше 2-08 — оно есть и"). 


Д СОБ’ р 
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Мы знаем (10° 23), что равным центральным углам соответ- 
ствуют равные дуги и обратно, что большему центр. углу соотв. 
большая дуга и обратно. Поэтому делением / СОШ на п равных 
частей мы и дугу СД разделили па я равных частей; затем, 
когда откладывали я-ые части / СОБ на / ЛОБ, мы в то же 
самое время откладывали 7-ые части СО на АП: их на 


1 
< АВ уложилось тоже в, и остаток АБВ меньше -, части СЛ. 


т АВ 
Поэтому дробь — должна быть также меньше отношения ——^”. 
п 0 077) 
ж--1 АВ 
(& число должно быть болыне-— г}. 
п С 


Отсюда мы приходим к заключенню, что нельзя найти такое 
число, чтобы оно было больше одного из рассматриваемых отно- 
шений и меньше другого; поэтому 


дов _ дав 
ДСО т < СР’ 


т.-е. отношение хвух дентральных ‘углов равно 
отношению соответствующих им дуг. 

191. Обращаясь в практнческому измерению углов угловыми 
гралусами, а дуг — дуговыми градусами, мы прежде всего обра- 
тим  впимание на то, что 
центральному углу 
в 12 соответствует 
дуга в 15. 

Это ясно из следующего: 
построим для круга О (чер. 195) 
два перпендикулярных диа- 
метра СС’| ВБ’; тогча ок- 
ружность разделится на 4 рав- 
пых части и каждой из них 
соответствует прямой  цен- 
тральный угол. Но в чет- С: 
вертой части окружности Чер. 195. 

30/, —90 дуговых градусов; 
следов., прямому углу, в козором 90 утловых градусов, соот- 
ветствует дуга, в которой 90 дуговых градус - 
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Если мы дугу Д’(" (четверть окружности) разхелим на, 90 рав- 
пых частей и точки деления соеднним с центром О, то в силу 
первого положелия (равпим лугам соответствуют равные централь- 
вые углы) и прямой / СОБ’ разделится на 90 разных частей. 
Следов., наше положение оправдывается. 

Если, напр., < '11= 1°, то / В'ОМ=1ю. 

Пусть теперь имеем какой-либо центральный / 408, кото- 
рому соответствует дуга АВ. Отложим от точки А по дуге АВ 
дуговые градусы и концы откладываемых дуг соединим с центром; 
тогда увидим, что в центральном угле АОБ уместатся столько 
угловых градусов, сколько дуговых уместится на дуге АВ. Если 
при отложении дугового градуса на < АБ получим остаток, 
меньший дугового градуса, то соответственный центральный угол 
должен быть моньше углового градуса. Еели в этом остатке 
укладывается определенная часть дугового градуса несколько 
раз без остатка, то, в силу первого положения, в угловом остатке 
уложится столько же раз такая же часть углового градуса. 

Напр., если в дуговом остатке дуговая минута уложится не- 
сколько раз с остатком, то в угловом остатке уложится столько 
же угловых минут с остатком. В этих осталках (угловом и дуго- 
вом) угловая секунда и дуговая секунла пли их одинаковые части 
также должны укладываться по одипаковому числу раз. 

Отсюда заключаем: 

В центральном угле столько угловых градусов, 
минут, секуид и их частей (вообще угловых единиц), 
сколько дуговых градусов, минут, секунд и их та- 
ких же частей (вообще соответструющих дуговых едипиц) 
в соответствующей этому углу дуге. 

То же выражают короче: центральные углы изме- 
ряются соответствующими им дугами. 

Если, напр., нашли, что < АВ 66' 12' 48", тои / АОВ—= 
— 66’ 12’ 45" (в первом случае дуговые градусы, мииуты и ее- 
кунды, а во втором — угловые). 

192. На практике для измерения углов градусами употребляется 
инструмент, основанпый на предыдущем свойстве и называемый 
транспортпром. Вот его устройство. 

Берется металлический полукруг (чер. 196), разделенный па 
градусы (в хороших транспортирах делают деления чрез 1/, гра- 
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дуса или даже чоез !/, градуса). На линейке, связанной в одно 
целое с полукругом, отмечается центр последнего О. Для изме- 
рения какого-либо угла 
располагают транепор- 
тир тах, чтобы точка 
О транепортира совме- 
стилась с вершиною 
угла и прямая О. 
(или ОД" транепор- 
тира совместилась © 
одною из сторон угла. 
Тогда надо заметить, 

в каком месте разде- Чер. 196. 

ленной дуги транспор- 
тира эта последняя пересекается с другою стороною угла, — най- 
денное деление и дает выражение угла в градусах. Также транс- 
портиром можно пользоваться для того, чтобы чертить углы дан- 
ного числа градусов. 

193. В ппо132 и 133 было найдено, что вписанный угол ра- 
вен половине центрального угла, опирающегося на ту же дугу, 
что и утол, составленный хордою и 
А касательною, равен вписанному углу, 
опирающемуся на дугу, заключенную 

внутрн первого угла. 
Теперь, пользулеь предыдущим п°, 


8 мы можем установить, что внисан- 
ный угол н угол, составлен- 
ный хордою и касательною, 

Р м измеряется ноловиною дуги, 
Чер. 197. заключенной внутри этих 


углов. Напр., если < АВ (чер. 19°)— 
== 30° 21' 18", то / АСВ — 40° 10' 39" и еели / ИМ№ == 41° 10', 
то / М ИР=20° 35'. 

194. Рассмотрим еще / АОВ (чер. 198), вершина которого 
расположена на окружности, а стороны как-либо пересекают 
окружность. Продолжив сторону ОА в направлении ОС, получим 
вписанный / СОБ, который опирается на < САБ. Пусть в 
—^ ОБ заключ. пб и в дуге ОС— п?; тома < СМБ =860° — 
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Я (и о о 
—(т | п), а сори — 180° — (ии). Тот же 


угол / АОВ, который нам нужен, дополняег / СОВ до выпрям- 
лениого, т.-е. 


__ (т п)? (т-- п)? 
Д. 40В—=1$0° — / С0В—=180° — 180° м 


Поэтому, построив еще луч ОЛ, продолжение луча ОБ, и 
замечая, что </ ОВ=—тб лежит внутри / АОВ, а ОС— 
лежит между продолжениями сто- 
рон этого угла, мы имеем: 
Угол, вершина которого 
расположена на окруж- 
ности а стороны пере- 
А секают окружность, изме- 
ряется половиною суммы 
дуг, заключенных между 
сторонами угла и их про- 
должениями. 

195. Упражнения. 1. Угол, вер- 
шина которого расположена внутри 
круга, измеряется полусуммою дуг, 
закллоченных межлу сторонами этого 
угла и их продолженияиыт. 

{Можно постропть ДЛ, для которого данный угол явится внешним, а 
внутренние, с ним не смежные, сумме которых он равен, явятся впи- 
санвыми в этот круг углами). 

2. Угол, вершина которого лежит вне круга, а стороны или пересе- 
кают круг, или касаются его, измеряется полуразностьлю дуг, заклю- 
ченных между его сторонами. 

3. Окружность разделена на 4 части, относатнеся, как 2:3:5:6, п 
точки деления соединены по порядку прямыми. Вычислить углы полу- 
ченного вписанного 4-угольника. 

4. Окружность разделена на 3 части, относящиеся, как 8:9:10, ив 
точках деления построены касательные. Вычислить углы полученного 
описанного треугольника. 


Чер. 198. 
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ГЛАВА ХУ. 
Измерение площадей. 


195. Илощадью вообще называется определеиная, ограниченная . 
со всех сторон чаеть плоскости. В главе ХУГ мы занимались 
вопросами о сравнении плошалей, ограничиваемых прямыми ли- 
ниями и 0б пх сложении. Мы можем, если даны нам 2 много- 
угольника, имеющие площадь, узнать, равны ли эти площади или 
одна из них болыше другой (можно, напр., каждый многоугольник 
превратить в равновеликий ему треугольник, потом один из полу- 
ченных треугольников превратить в равновеликий ему, имеющий 
такое же основание, как и другой треугольник, и тогда вопрос, 
какая из двух нлощадей больше, сведется к вопросу, высота у 
какого треугольника больше), и можем построить многоугольник, 
равновеликий сумме двух данных. Этих условий, как мы знаем, 
достаточно для того, чтобы можно было площади, ограничиваемые 
прямыми линиями, выражать числами, принимая одну из них за 
единицу. . 

Итак, если имеем две площади Аи В, ограниченные прямыми 
линиями (площади двух многоутольнихов), то для них можно со- 
А 
-в=\№ где Д какое-либо число: раци- 
ональное (целое или дробное), если площадь А соизмерима с 
площадью В, или иррациональное, если площади А и ВБ несо- 
измеримы. 


з 
ставить ур-не А =АВ или 


Может возникнуть вопрос: может быть, признавая отношение двух 


А 
площадей (5), в случае несоизмернмости этих нлощадей, равным 9со- 


бому числу, мы этим самым вводим еще новые числа, не те, которые 
мы называли пррациональными и признали существующими, рассматри- 
вая отношение двух несоизмеримых отрезков. 

Не трудно даль ответ ва этот вопрос. Превратим два данных 
многоугольника, площади которых мы назвали через А и В, в равно- 
великие им треугольники (0°159 зал. 9), каждый пз этих треугольников 
в равновеяикий ему прямоугольник © тем же основанием (1° 156 до- 
бавление), а каждый из этих прямоугольников в равновеликий ему 
такой, чтобы у обоих прямоугольнихов получились одинаковые осно“ 
вания, (см. чер. ©); пусть тогда высоты этих прямоугольников суть, 
Ни\, а паощади ох равны соотв. площадям давных многоугольников 


| А 
г.-е. А п П. Раесмотрим два отношевия: 1) О: 3) в. Найдем самое 


большое число со значенателем п, чтобы ово было меныше первого 


| 
отношения (>). Для этого разделим №’ на п равных частей и станем 


эти части откладывать на Ъ, — пусть пх уложится щ с остатком х (влесь 


имеет место акспома Архимеда), причем х« п: "Тогда искомое число есть 


Ш ш-1 
и (мы видны также, что —„—— есть самое малое число со знаменате- 


№ 
лем п, большее =). 


Построив через точки деления высот №'п В ряд прямых, парахлель- 
пых основаниям прямоугольнихов, мы получим, что площадь В разде- 


$ 


литея на п равных частей п таких частей на площадн А уложитсн м с 


1 
остатком Х (площадь Х меньше, части илошади В, ибо Х есть пло- 


щаль прямоугольника с таким же оссованием, но с меньше выеотою,— 


1 
площадь Х при наложении займет лишь часть площадн В). 


А—Х щ А. п 
Поэтому, мы найдем, чт —в = 1,10 АА- Х, след. > > > 
м А 
пли. «в. Итак, даже самое большое чнело со знаменателем п, меньшее 
| 
первого отношения | }„], оказалось меныше также второго отноше- 


А. ш- 1 
ния (=). Также, если бы мы взяли чпело —, самое малое число со 


В 


ь 
знаменателем п большее отношения -,’, то здесь же увидали бы, что оно 


А - 
также больше р. Отсюда заключаем, что нельзя найти такого рацао- 
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пальнсго числа, чтобы оно бгало больше одного из наших отношений в 
меньше другого, т-е. мы должны признать, что ваши два отвощеялия 


А В 
равны одному и тому же числу, пли что в = тг. Таким образом отно- 


зенге площалей А и В равно отношенито двух отрезков. Поэтому мы 
должны признать, что отвошенпие двух несопзмерпмых пловнгадей рав- 
няется одному из тех же иррациональных чисел, какре мы ввели при 
изучении отношепий отрезков. 

Иное дело, если мы обратимся к площадям, ограниченным не 
только прямыми, но и кривыми липиями: здееь у нас нет способа 
сравнивать две такие ллощали и вопрос об измерении тавих пло- 
щадей может быть разрешен лишь косвенными приемами. 

Здесь мы будем заниматься измерениями площадей, ограпичен- 
вых только прямыми линиями. 

197. Надо, прежде всего, выбрать какую-либо площадь за 
единицу. Принято за единицу для измерения площадей считать 
площадь такого квадрата, кажлая сторона которого 
равна линейной единице; такая площадь назы- 
вается квадратною единицею (см. чер. 199). 
Общеупотребительны: квадратный аршин — пло- 
щадь такого квадрата, каждая сторона которого “лилеяняй еАИя 
равна линейному аршину, квадратный фут, квадр. . Чер. 199. 
метр и т. д. 

Необходимо още для непосредственного измерения площади 
уметь откладывать на измеряемой площади ту, которая принята, 
за единицу. Хотя с точки зрения теории это не доставляет за- 
труднений (на основании главы ХУТ), но на практике такой спо- 
соб был бы крайне неудобен. Оказывается, что, благодяря тому 
выбору единицы для измерения площадей (площадь квалрата, у 
которого кажлая сторона равна линейной единице), который бил 
нами сделан, вонрое об измерении площади сводится к вопроеу 
0б измерении отрезков. 

о 198. Основною задачею является измерение площади прямо- 
угольника. 

Пуеть имеем прямоугольник АВЛС (чер. 200), площадь хо- 
торого надо измерить данною квадратною единицею 47. 

Рассмотрим сначала случай, когда сторопа квадрата 11, т.-е. 
линейная едивица, укладывается по целому числу раз на осно- 
`анни АВ прямоугольника и на его высоте АС. Если, напр. (как 


ПИНЕЙМЯЙ ЕДИН _ 


КАЯДРЯТНАЯ 
ЕДМУАМЦЯ 


ЛИНЕЙНВЯ ЕД 
ЛИНЕНАЯ СИМ, 
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на чертеже), эза линейная единица укладывается на осповании 
АВ— 6 раз и на высоте АС— 3 раза, то, построив ряд парал- 
лельных, мы можем разбить измеряемую площадь на 3 полосы, 
высота каждой пз которых равна линейной единице, а каждую 
полосу на 6 квадратных единиц. Всего кзадратных единиц полу- 
чим 6 Ж3— 18. Следов., измеряемая площадь равна 18 квадр. 
едипицам. 


Вообще, пусть найдем: 


АП —а лин. един. 
АС— р лин. елин., 


где числа аи В целые; тогда, построив ряд параллельных осно- 
ванию, разобьем площадь прямоугольника, на # полос, а, построив 
ряд параллельных высоте прямоугольника, рззобъем каждую по- 


Чер. 900. Чер. 901. 


лосу на а квадр. единиц. Следовательно, вся измерломая площадь 
найдется умножением чисел а и Й, т.-е.: 


Плош. АВОС— (ай) квадр. един. 


Результат можно прочесть словами: 

Число, выражающее площадь прямоугольника 
В квадратных единицах, равно произведению 
чисел, выражающих его основание и высоту в с0- 
ответственных линейных единицах. 


Но пока в этом мы убедились лишь для случая, когда от из- 
мерения основания и высоты получаются целые числа. 

Далее рассмотрим случай, когда стороны прямоугольника со- 
измеримы © линейной единицею, но эта последняя не уклады- 
вается по целому числу раз на основании и высоте прямоуголь- 


— 20] — 


ника. Тогла мы знаем, что от их измерения нашею линейною 
единицею получаются дробные числа. Пусть, например (чер. 201), 


АВ=1 8 лин. един., 


7 
А(— и лин. един. 


Мы можем всегда привести полученные дроби к общему зна- 
менателю и, кроме того, станем нашу линейную единицу называть 
главною, также и соответствующую квадратную — главною ква- 
дратною единицею; тогда для нашего примера имеем: 


6 14 
АВ=1 -8 Глав. лин. един. ==- глав. лин. одии. 


7 
АС—-5 глав. лин. един. 


м 1 
Построим теперь такой квадрат, сторона которого равна 5. 


доли глав. лин. едииицы и назовем площаль этого квадрата по- 
бочною квадратною единицею. На чертеже главная квадратпая 
единица разделена на побочные: их укладывается в главной 64 
(8.8, что легко сосчитать на основании предыдущего случая). 
1 

Следов., 1 побоч. квалр. елипица —= „Глав. квалр. един. Выразим 
теперь площаль нашего прямоугольннка АБРС в побочных ква- 
дратных единицах. Мы видим, что 


АВ-—=14 побоч. лан. един., 
АС—1Т побоч. лин. один. 


Так как теперь получились целые чиела, то применим сюда 
предыдущий случай, и мы имеем: 


Площ. АВОС— (14.7) побоч. квад. един. 


Пореведем теперь полученное число в главные квадратные 


1 
единицы, зная, что побоч. квадр. един. == сд Глав. квадр. един, 


Тогда получим: 


14.7 14 т 
Пло - АБО = 123. тр. (Е — - 223. вваду. 
Площ С 6 глаз. квалр. ед (5 . ,. глаз. квадр 


— 


| ( 1 => и 3 
11. — . глав. азт. . 


Визим, что результат предыдущего случая подтверждается и 
на этом примере. 
Пусть теперь вообще 


АВ — а глав. лин. един., 
АС—Ь глав. лин. елин.., 


гдо ан 1 суть лробные числа. Положим, что, после приведения 
этих дробей к общему знамелателю, получим: 


[2 
АВ—-. глав. лин. един. ] 


0’ й’ 
, } след., а= —н й=——. 
, й И? И 
АС —- глав. лип. елин. ] 


п 
Разделим главную линейную единицу на и равных частей 


и : долю этой единицы назовем побочною линейною единицею; 
затем ноетроим квадрат, сторона которого равна этой побочной 
линейной елинице, — сго площадь назовем побочиою квадратною 
единицею. Тогла в главной квалватной единице умещается и? по- 
бочных квадр. единиц (п.и — согласно предылущему случало). 
Будем выполнять измерение в побочных единицах; тогда 


АБ=—а’ нобоч. лин. едпи., 
„1@-] нобоч. лип. един., 


гле числа а’ и й’— целые. Поэтому, согласно первому разобрая- 
позу нами случаю, нмсем: 


Плош. АВОС— (а'’.[/) нобоч. квалр. один. 


1 
Так гак 1 побоч. квазр. един. глав. квадр. един. то 


р! а №М\ _ . 
площ. АВРС——- глав. квадр. сдии. == т глав. изалр. 
7 


един. — (ий.) гл. кв. сл. 


— = —ы=ы—^_- 


О 7 
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Птак, между числами, выражалющими площадь и стороны прямо- 
угольника в соответствующих единицах, и для этого случая имеет 
место вышенайденная зависимость. 

199. Эта зависимость распространяется и на случай, когда 
стороны прямоугольника (или, по крайней мере, одна из них) не- 
соизмеримы с линейною елиницею. В этом случае пмеем: 


АВ —а лин. един., 
АС—Ь лип. един., 


где анй (или одно из них) суть пррациональные чиела. Мы мо- 
жем измерить наши стороны с какою угодно точностью, напр., 


1 в в 
до —. Дая этого разлелим линейную единицу на я равных частен 
И 


и, откладывая эти частн по егоропам АВ и АС, для кажлой из 
них наллем по 2 отрезка, вопзмеримых с епиннцею, из которых 
один меньше, а другой больше соответетвующей стороны и раз- 


1 
ность между которыми — „_ доли единецы. Пусть меньшие из 
этих отрезков выражаются чпелами а’и /'; тогда большие выра- 


] 1 
жаются числами а’ эй Г „> И мы имеем 


<<, ий <ь<+ 


где а’ ин й’ суть рациопальные числа — дроби со знаменателем п. 

Мы можем построить теперь два прямоугольника, стороны 
которых соизмеримы с единицею и илощади которых можно вы- 
числить по формуле п?193: один внутренний ис отношению к 
данному прямоугольнику, стороны которого выражаютсл чпелами 
ий’, и другой внешний, стороны которого выражаются числами 
ат и и. Тогда площадь первого выражается числом 


1 1 
а'.й’ и площадь второго—чиелом (« -- ‚) (+ —- ‚) . Разность 
Я 


этих площадей выражается чнелом 


1 1 а'- Й 
(* Е 7 ( Ри —= —- 
т. И п 


мии 
2 
ь 
. 
. 
— 
- 
_— 
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Так как площадь данного прямоугольника заключена между 
площадями двух построенных прямоугольников, то разность 
между площадями данного и одного из построенных должна 
выразиться числом, меньшим только что найденного. Поэтому 
заключаем: 


1) Измерив площадь, папр., внутреннего прямоугольника и 
приняв ее за приближение к площади данного, мы делаем ошибку, 
меньшую выше найденной разности, — последняя служит, еледо- 
вательно, пределом этой ошибки. Увеличивая число ® (а его мы 
можем выбрать по своему произволу), мы можем сделать этот 
предел как угодно малым: знаменатели дробей в выражении (1) 
могут быть сделаны сколь угодно большими, а чиелители остаются 
меньше определенного числа (всегла а’ <аи < А.. 


2) Чтобы найти точное числовое выражение для площади нашего 
прямоугольника, надо пайти такое число, которое было бы всегда, за- 


1 1 
включено между рациональными числами а’. и (++ =}. ы-- м 


как бы велико п ни было, так как площадь данного прямо- 
угольннка всегла заключена между нлощадями соответствую- 
щих внутреннего и внешнего прямоугольника. Теория иррадно- 
нальных чисел учит, что таким числом является произведенне а.й, 


1 1 
для которого рациональные числа а’. й' п ( + :) (> + :) елу- 


жат приближениями (первое с недостатком, второе © избытком), 
предел погрешности которых может быть найден и увеличением 
числа й может быть слелан как угодно мал. 


Что такое число существует, ясно из мелкого шрифта пб 196: отно- 
шение нсяклх двух площадей, ограниченных прямыми линиями, а, сле- 
довательно, и отношение площади нашего прямоуг-ка АВОС к квадрат- 
ной единице может быть празнано равным отношению двух отрезков, 
а последнее всегда признается нами за определенное число, рациональ- 
ное или иррациональное. Чер. Н, где М обозначает площадь, оринимае- 
мую за квалратную единицу, а п — отрезок, принимаемый за линейную 
единицу, построен так, как сказано в зад. 1 п°159. Поэтому здесь полу- 
чаем, что прямоуг-ь СКЕЕ (основание которого ЕК =) равновелик 

пл. АВОС пл. СКЕЕ СЕ 
данному прямоугольнику АВОС. Поэтому М = № => 


(последнее на основанию 05196: площади СКРЕ и М можно рассматри- 
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вать, как олощале прамоуг-ков, омеющих распые основавия п п раз- 
личные высоты (СЁ п №). 

Итак, во всех случаях имеем, называя число, выражалщее 
площадь прямоугольнныка в кзадр. един., чрез ©: 


О—а.1. 


Подробно эта формула читается: 

Чнело, выражающее площадь прямоугольника в 
квадратных едицицах, равно произведению чисел, 
выражающих его 
основание и вы- 
соту в соответ- 
ствующих линей- 
ных одиницах. 

Коротко, хотя = 
негравильно, читалот: 

Площадь прямо- 
угольника равна 
произведению его 
основания на вы- 
соту. 

200. Мы знаем Чер. Н. 

(1п°154), что паралле- 
лограмм равновелик прямоугольпику, имеющему тажне же осио- 
вание и высоту; поэтому теперь имеем (выражая сокращенно): 

Площадь параллелограмма равна произведению 
ого основания на высоту. 

201. Мы знаем (17156), что площадь треугольника равна по- 
ловипе площади параллелограмма, имеющего такие же основание 
и высоту. Поэтому: 

Площадь треугольпика равна половнне произве- 
дения его основания на высоту. 

Площадь прямоугольного треугольника равпа половине про- 
изведения его гатетов (один катет примем за основанце; тогда, 
другой явится его высотою). 

202. Из п`163 мы зпаем, что трапеция равновелика треуголь- 
нику, имеющему такую же высоту, оевованием которого служит 
сумма параллельных сторон трапеции. Поэтому имеем: 


14 
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Площадь трапеции равна половине произведс- 
ния суммы ее параллельных сторон на высоту; 
или: 


Нлощадь трапеции равна произведению ее сред- 
ней линии на высоту. 


293. Пайдем еще, как пзмерять площадь правильного много- 
угольника. 

Пусть имеем правильный многоугольник АБСРЕР (чер. 202). 
Иайдом сго центр О (п°151) и соединим точку О с вершинами 
А, В, С и т. д. многоугольника. 
Тогда увидим, что площадь много- 
угольника слагается из площадей тре- 
угольников ОЛВ, ОБС ит. л. Примем 
сторону АВ в ЛА Ч4ОБ за основание 
= и С п пусть от измерения АВ линейною 

9 единицею получится чвело а. Построим 
высоту ОКв А ОАВ-—-ОК является, 
как мы знаем, аповемою налиего пра- 
вильного многоугольника — и назовем 
Чер. 208. чрез р чиело, полученное от измере- 

ния алооемы ОК линейною единицею. 


Е р 


Тогла плош. А дов—=“Р квадр. един. (и°199). 


Пусть сторон у нашего многоугольника я; тогда и треуголь- 
нпков получается тоже ® и они все равны между собою. Следо- 


а.р 


вательно, площаль многоугольника выразится числом —5_.й= 
ап. —_ 
=—5— или, называя чрез © число, тлражатющее площадь в 
квадратных единицах, имеем: 
о— (а*).р 
— 5. 


Здесь множители а п п мы заключили в скобкя, чтобы пока- 
зать, что мы пх произведение хотим считать за одно число: 
число @& выражает одну сторолу многоугольника, но у много- 
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угольника в сторон и все они равны между собою, — следова- 
тельно, 


АВ-Г ВС СО РЕ-Т, .... = АВ. п. 


Сумма всех сторон мпогоугольника пазывается его периметром 
{п279); следовахельно, число а.я выражает перпуетр нашего 
многоугольника в линейных единицах. Поэтому: 


число, выражающее площадь правильного мпого- 
угольника в квадратных единицах, равно половине 
произведения чисел, выражающих его периметр и 
зпофему в соответствующих линейных единнцах, 
или, сокращенно: 


Площадь правильного многоугольника равна 
половине произведения его пернметра на апофему. 


204. Чтобы измерить площадь какого-нибудь многоугольнрка, 
разбивают его на треугольники и трапеции или превращают его 
в равновеликий ему треугольник, измеряют отрезки, нужные для 
вычисления площадей полученных треугольников и трапеций, 
и затем вычисляют площади каждого треугольника и каждой 
транеции. 


205. Управнения. 1. Периметр прямоугольника равен 40 дм. а его 


2 
высота составляет 3 его основания. Вычислить его площадь. 


2. Стороны параллелограмма равны соответственно 20 и 95 дм., & 
высота, опущенная на меньшую сторону, равна 15 дм. Вычислнть другую 
высоту этого параллелограмма. 

3. Две стороны треугольника равны соответственно 18 и 19 дм. а 
высота, опущенная на большую из них, рарна 20 дм. Вычислить высоту, 
опущенную на меньшую из данных сторон. 

4. Вычислить площадь квадрата, описанного около круга, радпус 
которого равен 8 сант. 

5. Прямоугольник равновелик сумме площалей двух треугольников, 
основание одного из которых равно 12 сант. и высота равна 8 сант., 
з основание и высота другого, каждая в 2 раза меньше соответствуто- 
шего основания п выссты первого. Вычислить высоту этого прямоуголь- 
ника, если его основание равно среднему арифметическому между осно- 
ваниями треугольников. 

6. Площадь травецин равна 80 квалр. дм. и ее высота равна 8 дм. 
Вычислить ее параллельные стороны, если одна из ппх на 4 дм. больше 
другой. 

14 


— 908 — 


7. Высота треугольника равна 11 дм. а средняя линия этого тре- 
угольвика, перлендикулярная к указанной высоте, равпа 6 дм. Вычислить 
площадь этого треугольника. 

В следующих задачах не указано, какими пменно ллнейными и ка- 
кими квадратвыми единицами произведено нзмерение. Само собою разу- 
меется, что площадь выражается в квадратных единицах, а отрезки — 
в линейных; в каждой задаче квадратные п лилейпые единицы должны 
быть соответствующими друг другу. 

8. Вычислить площадь ромба, если его диагонали равны соответ- 
ственно 46 п 30. 

9. Площадь трапеции равна 90, ее высота равна 10. Вычислить ее 
параллельпые стороны, если одна пз них в 2 раза больше другой. 

10. Вычислить олощадь квадрата, вписанного в круг, принимая 88 
единицу площадь квадрата, сторона которого равна радиусу круга. 
(Разбить квадрат ппогональю на 2 троугольника). 


ГЛАВА УХ». 
Подобие треугольников. 


206. Мы знасм (15175), что если ХА (чер. 203 или 204) 
поресечь двумя параллельными КГ и ВС, то отношение двух 


к г А 


А 
ГУ 
А 


К ы 


Чер. 203. Чер. 804. 


любых отреззов на одной сторозе этого угла равно отношению 


2 АК АТ, 
двух соответствующих отрезков на другой (напр., в = 76 ; 
АВ АС Но мы вии р ел | 
МК — АГ т. д.). Но мы видим, что у © получилиеь еще 


отрезки на самых параллельных, а именно АГ, и БС. Возиикает 
вопрос, нельзя ли из отрезков АР, СС и АС, лежащих на одной 
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стороне нашего угла А, зыбрать такпе два, чтобы их отионгюение 
равнялось отношению отрезков Ди ВС. 

Для этой цели мы прежде всего отрезок АГ перенесем на 
прямую БО, для чего надо построить ЁР || 46; тогда ВО-=КГ. 
Тогла вместо отрезков АЁ и ВС мы можем рассматривать отрезки 
ВО и ВС, которые расположены на стороне ОВ угла С. Так 
как / С оказался пересеченным двумя параллельными, а именно 
прямыми АР и ЁО, то, применял 12175 в углу С, мы найдем 


ВР АТ, КГ АБР 
вс Аб ВО. 


Вопрос решен: удалось найти два отрезка АГ и АС на 


КЕ 
сторопе ЛС так, что их отношение —= --2. Зная еще, что 


вс 
Ак _ АЕ 
= аа’ МЫ можем топерь написаль равенства: 
р 


АК ЛЕ _ КЬ 
АВ АС ВО` 


Рассматривая эти равенства, мы приходим к заключению, что 
ими связаты стороны двух полученных треугольноков, & именно 
ААЕГ и ААВБС. Возникает новый вопрос: не связаны ли 
как-либо и углы этих треуг-ков? 

На последний вопрос ответ легко найти: / А у наших тре- 

угольников общий, / К = / В, как соответетвенные при парал- 
лельных КТ, и ВС и секущей АБ, в / Г.-—/ (С, как соответ- 
ственные нри тех же параллельных, но при секущей АС. 
’ Мы можем перенеети А ЧАКР (чер. 203) в другое место, или, 
что тоже самое, построить новый А 4'К’Г/, равный Д АКР; его 
стороны и углы булут соответетвенно равны сторонам п углам 
ААЕГ; АК—АК, АГАТ КГК, ДАНИА,, 
ДК=ИК, ИЕН. 

Тогда мы получим А А'К’Г/, находящийся в такой же зави- 
симости с А АБС, каки ААЕГ: 

1) у этих треугольников углы попарно равны: ДА’ == А, 


АКВ 
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2) для сторон имеем пропорции: 


АКА _ЮЫ 
АВ А ВО 


Надо обратить зниманне, что две стороны каждого отношения 
не случайно соединены в одно отпошепие, — нельзя, например, 
написать АГ —Ак Ем Пало уметь находить те стороны 

АВ ВС АС. ` ’ 
которые должны быть членами одного отношения. Проще всего 
это сделать по углам треугольников: можно подметить, что сто- 
роны каждого отпошения в равенствах (1) лежат в треугольниках 
против равных углов (А'Ё’ против /Б и АБ против равного 
этому угла С ит. д.). Принято называть те стороны, которые 
служат членами одного отношеиня, сходственными (сторона 
А’К’ сходственна со стороною АВ, А'Г/-—6 АСи КЕ ВО, 
причем сходственные стороны расположелы в на- 
ших треугольниках против равных углов. 

Равенства (1) можно прочесть сокралценно словами: 

Сторопы треугольннка 4’А’Р’ пропорциональны 
сходственным сторонам Л АРС. 

Слово „нропорциональпы“ означает: отношение одной пары 
сходственных сторон треугольников 4’ и АБС равно отно- 
шению другой пары и равно отношению третьей пары. 

Треугольники, обладающие двумя найденными выше призна- 
ками, называются подобными, Для обозначения подобия треуголи.- 
ников употребляют знак с. Мы получили: Л АКЛ ос А АБС и 
также ЛД А'КЛ! > А АБС. 

Можно теперь установить: 

Два треугольника называются подобными, если 
углы одного равны попарно углам другого и сход- 
ственные стороны их пропорциональны, 

Замечание. Возьмем из равенств (1) лишь одно, например, 
'к АП д’Е’ 


=_=. Применяя сюда свойство п?178, получим: —— = 
АВ 20’ Р а › ПОЛУЧИМ: ии 


АВ 
==» 7-6. отношение двух сторон одного треуголь- 
ника равно отношению двух сходственных сторон 
другого А-а, подобного первому. 
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207. Основной признан полобия треугольников. Согласно пре- 
дыдущему по, мы можем построить бесчисленное множество тре- 
угольников, подобных данному: для этого надо данный треуголь- 
ник пересекать различными 


прямыми, параллельными од- А р 
ной нз его сторон, и затем, 
если угодно, переносить каждый К 1 
получаемый треугольник в р 
другое место плоскости. Во р. 

5 


всех получаемых треугольниках 
углы остаются неизменными, Чер. 205. 
& отношение какой-либо сто- 
роны одного к сходственной стороне данного (масштаб по- 
добия) меняется. Поэтому возникает мысль, недостаточно ли для 
подобия лвух треугольников только равенства их углов. 
Построим 2 треугольника: ДАВС и Л ЛЕР (чер. 205) так, 
чтобы ДА=ИЕи/ В= Ф. Тогда прежде всего паходим, 
что Х С=Х Е (ибо сумма углов каждого треугольника — 29). 
Наложим Л ДЕР па Л АБСтак, чтобы, напр., точка Е попала 
в точку А. Тогда вращением около этой точки можно достигнуть 
в силу равенства / Е= / А того, чтобы ЕВ и ЕЁ пошли 
соответственно по АВи АС; сторона РЁ’ должна, занять тажое поло- 
жение КГ, чтобы / АЕР/Р=/Би ХАГЕН /Е= ИС, 
т-е., чтобы АЛ. || ВС, так как полу- 
чаютея равные соответственные углы. 
Отсюда заключаем, что АД ЕЕ 
можно получить построением преды- 
дущего п” и, следов. что Л РЕГ 
> А АБС. Итак, если два угла 
одного треугольника рав- 
ны соответственно двум 
углам другого, то эти тре- 
Чер. 906. угольники подобны. 
208. Задача. Построить 
четвертый пропорциональный к трем данным отрезкам. 
Пусть даны отрезки а, 6 ис (чер. 206); требуется построить 


в у а_с 
такой 4-й отрезок х, чтобы имела место пропорция 5=5: 
Е 
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Строим две произвольных, псресекающихся в точке О, пря- 
мых АВв СО и откладываем от точкл О на одной из пах 
отрезки первого отношения: ОА-—а ОВ—Ф (можно в одпом, 
или в разных направлениях от точки 0) и па другой прямой 
известный отрезок второго отношения ОС-=е. Затем соединим 
прямою концы тех отрезков, которые служат предыдущими чле- 
нами нашей пропорции (если бы один из них не был известен, 
то надо соединить концы отрезков, служащих последующими 
члепами данной пропорции); получим прямую АС, соединяющую 
концы отрезков а и с. Затем чрез точку В строим прямую ВД || АС. 
Тогда получим Д ОВШ,с> А ОАС (/0= О, как вертикаль- 
ные и / С—= /Б, как внутренние какрест-лежащие, что до- 
статочно по предыдущему п° для подобия иёших треугольников). 
Отсюда имеем (п°206) пропорипональность сходетвениых сторон: 


А _ ОС м а_е 
ОВ бр Ор’ 


откуда вытекает, что искомый отрезок = ОР. 


Я__ 
Если бы требовалось удовлетворить пропорции -, то надо 


=> 
было бы соединить точки В и С н чрез точку и построить 
АГ, || ВС; тогда отрезок ОЁ был бы искомым. 


Замечание. Если мы построили отрезок < так, чтобы, напр., 


х_а 
удовлетворилась пропорция --==у» то всякий другой отрезок 2” не 


{ 
. хх 
удовлетворит этой пропорцин; если <’>> х, то 7: и, следоват., 


/ Г 
я хх х а 
если 2’ х, 0 —<-Шш-<-. 
=>, <, < с 5$ 


209. Другие признаки подобия треугольников. 1) Если две 
стороны одного треугольника пропорциональны 
двум сторонам другого и углы между ними равны, 
то эти два треугольника подобны. 

Пусть имеем ^ АБС (чер. 207); возьмем произвольный отре- 
зок ЕД и построим, согласно п°208, отрезок х так, чтобы имела 


место пропорция В Наконец, построим ДЛ ЕБЕ так. 
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чтобы у него одною сторопою служил отрезок Л, другою сто- 
роною отрезок Е =< и, наконон, —=/ А. Тогда 
АЕШЕи А АВС связаны между собою соотношенпями: 
ЕЕ _ ЕО 

1) /ЕЕ/Лн?2) НО АВ‘ 

Подобны ли эти треугольники? 

Для получения ответа на этот вопрое нахо лишь заметить, 
что мы можем постронть треугольник, равный Л ЕБА, иным, 
более простым способом. Для 


этого отложим на стороне АБ А Е 
отрезок АА — ЕВ и построим 
ЕГ|| ВС; тогда А АКГ со к ь / ` 
© ААВО (15197) и, след., о з 
АГ _АК В Га 
Ас Ав 
Так как АК — ЕЛ итак как Чер. 207. 
можно лишь одним ©1060бом 
(замечание пб 208) удовлетворить пропорции -® — ЕР то 0т- 
” АО АВ 


сюда заключаем, что ЕЕ— АЁи что А АКГ А ЕРБЕ. Поэтому 
А ЕВЕ наложением можно совместить с ^ АЕД и, следовательно, 
А ЕБРс> А АВС. Этим оправдывается признак пропорциональ- 
ности, изложенный в начале этого пб. 

2) Если три стороны одного треугольянка про- 
порциопальны трем сторонам другого треуголь- 
ника, то эти треугольники подобны. 

Пусть имеем Л АВС (чер. 207); возьмем отрезок ЕД и по- 


строим согласно об 208 два других отрезка х и у так, чтобы 


и место пропорвии: ы ЕР ы = Построил 
имел то пропорц Яо-яви во остроим затем 


по трем сторонам ЕО, < пу Деу ЕЕ (ЕР—х, 
РЕ=У. 
Тогда АДЕРЕ и ААВОС связапы между собою соотношениями: 
1) ЕЕ__ ЕР | в 2) РЕ _ ЕР 
#6 АВ В(` АВ 
или, короче: 


ЕЕ _ФЕ_ЕР 
АС ВС АВ 
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Подобны ли эти треугольникн? 

Для решения этого вопроса заметим, что можно ипым, более 
простым, способом построить треугольник, равный А ЕБЕ. 

Для этого отложнм па стороне ДВ отрезок АК= ЕР и по- 
строим ЕТ.|| РО; тогла (п° 206) получим А АКГ > А АБС 
п, след., 

ЛГ АР АК 
дс В0` ЛВ 


Так как отрезок 4А— ЕО и так как, согласно замечанию 
по 208, можно построить лшпь один отрезок, удовлетворяющий 


’ ‚. з = , 
А [8 ЛВ , 


что АГ= ОР, откуда следует, что Л ЕРЕ= А АЕТ, и нало- 
жением можно ДА ЕДЕ совместить се А АДАГ (иногда, можс- 
быть, придется для этого повернуть Л ЕЕ другою сторопою). 
Поэтому А ЕРРо> А АВС. 

Этим оправдывается изложенный признак. 

Подобным образом можно найти еще несколько признаков 
подобия, как вообще треугольников, так и каких-либо особых 
треугольников. Наприм., если гипотенуза и катет одного 
прямоугольного треугольника пропорциональны 
гипотенузе и катету другого, то эти треуголь- 
ники подобны. Выяснение его справедливости основывается: 
1) на замечанни п° 208 и 9) на признаже равенства прямоуголь- 
ных треугольников (п° 74, признак 4). 


Замечание. В некоторых из еледующих задач придется нахо- 
дичь отношения отрезков, измеренных какою-либо единицею. 


3 
Если, например, отрезок ТЕ лин. един. и отрезок У 


лин. един. (линейная единица одна и та, же), то, чтобы найти 
отношение отрезка х к отрезку у, надо выразить отрезок х чис- 


8 
лом, принимая за едипицу отрезок у. Если У=у лин. еди- 


10 
ниц., то лин. един. —-; у и, следовательно, 


110 &__- —_ . 
= (75.3) откуда УТУ. 37:10 
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т-е. для нахождения отношения отрезков, измерен- 
ных какою-либо одною единицею, надо найти отно- 
шение чисел, выражающих наши отрезки, а отно- 
шение чисел, как известно из арифметики, нахо- 
дится при помощи деления. у 

219. Упражнения. 1. Даны 2 прямоугольных треугольника; острый 
угол одного из них == 11°, а острый угол другого = 49°. Узнать, подобны ли 
эти треугольники. 

2. Ланы ЛАВСп АКГМ (чер. 208) так, что Д В= ДМ п АВ= 15 ди., 
ВС —18 дм, МЕ -—19 дм. и МК —10 ды. Подобны ли эти треуголь- 
ники? Если они подобны, то нычислить сторону АС, зная, что сто- 
ропа КР=55 ды. 


3. Даны А АВС и ДА КПМ (чер. 208) так, что АВ == 18 дм., ВС = 20 дм., 
АС—=8 дм., Кб дм., КМ=13 1 ды, МЬ=15 ды. Подобны лн эти 
треугольпили? Как здесь узнать сходстненные стороны? 


А ГД 8 Е 
/\ | Дм 
Чер. 208. Чер. 209. 


4. В треугольниках АВС п КГМ давно: АВ = 16 дм, АС=8 ды. 
ВС =50 ды. КЬ-=5 ды., МК —10 ды. и М. —12 дм. Подобны ли эти 
треугольники? Если не полобны, то как надо изменить сторону МГ, 
чтобы треугольники оказались подобны? 

5. Даны 2 подобных треугольника, стороны одного из которых 
равны соотв. 10, 14 п 16 ды. и большая сторона другого —=0 дм. Наёти 
остальные 9 стороны нторого треугольника. 

6. Дав треугольник. Пользуясь способом п” 206, построить друтой 
треугольник, подобный данному так, чтобы каждое отношение стороны 
нового треугольнлка к сходстневной стороне второго было ==. 

Сделать такое же построение, если вышеуказанное отношение должно 
равняться 2. 


211. Отношения высот и нлощадей подобных треугольников. 
Пусть имеем ДАВС с> АРЕЕР (чер. 209). Следовательно, мы имеем: 
ДА=иЬ ДВ (И АВО=ДЕ(ЛРЬЕВ и ДО=ИЕ (0 

АБ 1С БС 
и ` Е ровень товни » (9) 
РЕ ОР ЕЕ 
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Построим высоты ВМ и ЕМ в наших треугольниках, опускам 
перпендивуляры на сходственные стороны; станем называть эзи 
высоты схохетвеиными. Тогда ^ АВГ оо А ДЕМ, так как у них 
ДА=ХЬ ва основанги равенств (1) и ДАМВ = ОХЕ, 
как прямые углы (В | ЛСп ЕХ | ОЕ), а этого достаточно 
для подобия наших треугольников (п° 207) и из их подобия 
получаем: 

ВМ _ АВ 
ЕМ ПЕ 
На основании равенств (2) можем последнее равенство иро- 


должить: 


ВМ АВ 1С_ ВС 
ЕМ ФЕ ШОЕ ТР 


т.-е. отношение сходственных высот подобных 
треугольников равно отношению сходствепных 
сторон. 
Нз рядь последних равных отношений обратим вняманне на, 
пропорцию. 
ВМ _4С 
ЕМ ШЕ` 


(Отношение сходотвенных высот= отношению оснований). 


212. В пс 209 было указано, как находить отношение двух 
отрезков, измеренных одною и тою же елиницею. Тоже отно- 
ситея и к нахождению отношения двух площадей, измеренных 
одною и тою же квадратною единицею: это отношение нахо- 
дится делением чисел, выражающих наши площади. 

Мы будем в этом п°, а равно во многих случаях и дальше 
под обозначением, наприм., 46 понимать число, выражающее от- 
резок .4В в каких-либо линейных единицах, также под обозна- 
чением „площ. Л .4ВС“ будем понимать число, выражающее нло- 
шадь А АВС в квадратных единицах. При разборе одного во- 
проса всс отрезки будут считаться измеренными одною н тою же 
линейною единицею, & все площади — соответствующими ква- 
дратными единицами. 


— 211 — 


Мы знаем (п° 201), что для измерения нлогшади треугольника, 
в квадратных сдиницах нацо измернть сго основание и высоту 
соответствующею липейною едпницею п взять половину произве- 
денвя полученных чнсел. 
Теперь, унотребляя обозначение согласно вышесделанному 
условию, имеем для А ЛВС и Л ДЕР (чер. 209) 
АС. БМ ДЕ. ЕМ 
площ. ААВ — и площ. А ЕЕ —. 
Найдем отношение плошадей наших треугольников делением 


пл. ДАВС _ 46. ВМ БЕ. ЕХ_ 46. ВМ _ дб ВМ 


пл. А ОБЕ р) 2 ^ ШЕ. ЕМ РЕ` Е 


т-е. отношение площадей двух треугольников 
равно нроизведению отношения их оснований на 
отношение их высот. 
Примем теперь во внимание, что мы имеем дело с подоб- 
ными треугольннками— мы считаем, что А ДВСо> АД ДЕЕ. 
Тогда из предыдущего п° имеем: 


ВМ 40 
Е РР" 


Заменяя н формуле, выражающей отношение площадей тре- 
угольннков, отношение высот равным ему отношением оснований, 
получаем: ^ 

пл. ДАВС _ АС ЛС [АС\? 
пл. ^ ЕР РР. ре (е)- 


лв\ 

Можем также сказаль, что это отношение — (1) . Итак, 
отношение площадей подобных треугольников 
равно квадрату отношения их сходственных 
сторон. 

Этот результат согласуется с найденным в п° 160 (унраж- 
нения 5, би 7). 

Упражнение. Найти отношение площадей подобных треуголь- 
ников, данных в п° 210 (упражнения 2, 3, 5 и 6). 
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213. отношение пхощацей треугельннков, имеющих се рапному углу. 
Пусть в А АВС и А ОГК (чер. 20) имеем / А—= ИО, а другпе углы 
ие равны. Тогда наши треугольники не 
подобны. Мы таг зе, как п в преды- 
дущем пс, построим высоты ВМ и ЕМ 
этих треугольников п паёдем делением 
отношение их площадей: 


пл. ДАВС АС. ВМ _АС ВМ 
пл. ЛДОЕ ПЕ.ЕМ ОЁ’ЕМ ` 
4 ие м \ Далее находим Л АВМ сс А ОЕМ 


(ИА= ИР шо условаю п /ШМи ИМ 
Чер. 210. прямые); следорательно: 


ВМ _ АВ (2) 
ЕР Е еее . .@ 
ВМ 


Ас ЕМ 
нием основавпй (=) так как эти треугольники не подобны. Полузу- 


8 


(1) 


Но теперь уже нельзя заменить отношение высот 


) отноше- 


ясь (2), из (1) пмеем: 


пл. ЛАВС _АС АВ 
пл. ЛОЕЕ ФЕ ` БЕ 


т-е, отношепие плошадей двух треугольников, имеющих по расному 
углу, равно произнедениго отношений сторон, составляющих эти углы. 

Упражнение. Дан треугольник; построить другой треугольник так, 
чтобы одив угол остался непзменным, & стороны, составляющие этот 
угол, увеличились одна в 8 раза и другая в 3 раза. Как увеличится его 
площадь? Отнет, легко находимый вычислением, экезательно выяснить 
геометрически. 


ГЛАВА ХХИ. 
Следствия из подобия треугольников. 


214. Построение 4-го пропорционального отрезка, данпое в 
по 308, важно для решения некоторых задач на построенве. 

Задача. Данный параллелограмм превратнть 
в равновеликий ему прямоугольник с данным осно- 
ванием. 

Обозначим основание данного параллелограмма через а, его 
высоту чрез № и данное основание искомого прямоугольника 


ыы я о пы © бя 


РО ЧОН ЗОВ 
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чрез 5, а искомую высоту прямоугольника чрез <. Тогла мы знаем 
что плошаль данного параллелограмма — ай, площадь искомого 
прямоугольника — 62, где на а, 6, Ви ж нало смотреть, как иа 
числа, получепные от измерения соответствующих отрезков одною 
п тою же линейною единнпею. Согласно требованию задачи, 
имеем: 
рт—ай, 

откуда 

х № (Другой способ решения дан в п? 159, зад. 1) 

«= ( ‚ зад. 1). 

Так же решастся (двумя способами) задача: превратить 
ханный треугольник в равновеликий ему прямо- 
угольник. Здесь придется в пропорции, которой должна удо- 
влетворять искомая высота прямоугольника, взять не всю высоту 
треугольника, а ее половину. 
` 245. Построим биссектор АП внутреннего усль М треуголь- 
иика ЛЬС (чер. 211). Возпикает вопрос, как делит этот бис- 
сехтор протнволежащую сторону ВС 
треугольника? А 

Для его выяснения продолжим 4) 2 
и чрез точку С построим прямую 
СК АВ; пусть АР в СК поресе- С 
каются в точке К. Тогда получнм 
два подобных треугольпика: д ЛВ 
и А СОШОК (у ннх углы прп точке АЕ 
равны, как вертикальные, и /.2 или 
ДВАР=ИЗ ши /РАС кк Чер. 81. 
внутренние — накрест-лежащие при 
параллельных АВ и СЁ и секущей АК). Из пх подобия 
имеем: 


[5 ъ 
к 


; 
Вр _ АВ 
Ба=ае +: 


Рас мотзимг теперь А ЛАСХ. Мы згаем, что Д1= И? 
(ЛО ес:. биссектоэр ДА) и /2=ХЗ (уже было выяснено), 
следовалел, но, ДХ1=— /З, откуда заключаем, что СК=АС 
(против равных углов в треугольнике лежат равные стороны). 
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Заменим в проперции (1) отрезок СК равпым сму отрезком ДС; 
получим: 

ВР _ АВ 

ВТ Аб 


т.е. биссектор гнутреписго угла треугольника 
делит противоположную его сторопу на такие 
2 части, что их отпошение равно отпошению двух 
других сторон треугольника. 

216. Подобным свойством обладает биссектор и внепшегс 
угла треугольника. Постропм биссектор АД внешиего угла при 
вершине А треугольника АВС 


А 
о (чер. 212); пусть он пересекает 
сторону ВС в точке ДР. 
Ак 
Пронумеруем углы, как на 
5 г. чертеже, пифрамн 1, 2 и 3; тогла, 
Е; 


Чер. 219. Д1= 2. Построим СК || АВ, 

и пусть АО п СА пересекаются 

в точко К. Тогда А ДАВс> АДКС (согласно построению п° 206) 
и из их подобия пмеем: 


ВО _ АБ 
ср ск‘ ое . (1) 


/3З=И2, как внутренние накрест-лежащие при параллель- 
ных СКи АВ п секущей АХ, а так как /1—/ 3, то 01- 
сюда следует, что /1— ХЗ и, следовательно, СК== АС (про- 
тив расных углов лежат равные стороны в Л ДСК). Заменяя в 
пропорции (1) отрезок СК равным ему отрезком АС, найдем: 


Вр АВ 
Ср АД` 


Словами формулировать это труднее, чем в предыдущем п?: 

Биссектор внешнего угла треугольника пере- 
секает противоположную сторону (рассматривас- 
мую, как бесконечная прямая) в такой точке, что 
отношение ее расстояний от двух вершин тре- 
угольника, лежащих па этой стороне, равно отно- 
шению двух других сторон треугольника. 
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Говорят иногда вместо этого: 


Биссектор внешнего угла треугольника делит 
противоположную сторону внешним образом в 
отношении, равном отношению двух других сто- 
рон, а биссектор внутреннего угла делит противо- 
положную сторону внутренним образом в том же 
отношенни. 


217. Зы дача. Разделить данный отрезок внутрен- 
ним и внешним образом в данном отношении. 

Пусть дан отрезок .4.В (чер. 213); требуется найтн сначала 
между точками Л и В такую точку АВГ, чтобы отношение ее 
расстояний от Л и В равнялось дан- 


я, 
ному числу = (вообще говоря, дан- 


ное чнело — дробь; ее числитель — т 
и ее знаменатель —; если данное 
число целое, то ®— Е). 

Для решения наней задачи по- 
строим две прямых ЛС и ВР под 
юбым углом к АБ, но непременно 
параллельных можлу собою, и отло- 
жим от Л отрезов АС, содержаций т каких-либо частей, 
а от В в обратном направлении отложим отрезок ВЛ, 


| .. в лс т 
содержащий таких же п частей; тогда 75) —- Соединив точки 


БО 
Сл П),’ получим точку пересечения М прямых АВ и СШ, — она 
и есть искомая: Л МАСе> А ШВ, следовалельно, т — 
_ Аб _ т 
—Врн` 


Легко увидать, Что другой такой точки между Аи В найти 
нельзя: еели мы передвинем точку М вправо (по направлению 


> ЛМ 
к В), то предыдущий член отношения гв Увеличится, от чего 


самое отношение также увеличится, а последующий член (17Б) 
уменьшится, отчего самое отношение еще увеличнтся; точно 
так же, передвинув 17 влево (по направлению к 4), мы преды- 


15 


дущий член уменьшим, & последующий увеличим — от обеих при- 
чия отношение уменьшается. 
Чтобы разделить отрезок .4.В внешним образом в отношении, 


77 < 
равном числу-_, или чтобы найти вне отрезка АБВ такую 
точку №, чтобы отношение расстояний этой точки от Ли В было 


ИД „ ММ т 

равно данному числу — | т.-е., чтобы ——==—_ |, надо па пря- 
п БМ нп 

мой ЮГ’, которая параллельна прямой .4(, от точки В отло- 


жить в том же направлении, в каком отклалывали отрезок АС, 
отрезок ВГУ’, состоящий из п таких отрезков, которых в ДС 
мы уложили т. Тогда, соединив точки Си Ш’ вн продолжив пря- 
мую СТ’ до пересечения с ДВ в точке М (если т-==и или 


т : 
если = =Ъ то СО’ || АВ и точки М не существует), увидим, 


что точка № и есть искомая: А АО\Ус> А ВО’М, следовательно, 
АМ _ АС _т 
ВМ ВПГ т’ 

Здесь также можно увплать, что другой такой точки нет. 


АМ 
Для этого надо лишь отношение ром Ческолько преобразовать: 


АМ_АВ-ВМ _ АВ }. 
К рр, 


т |-2 

(На нашем чертеже дробь —_ предполагается неправильной, 

т.-е. т > п и поэтому точка ЛМ находится правее В; если бы 

т 
дробь-_ была правильною, то точка М была бы расноложена, 
влево от Л, и тогда, чтобы применить наше рассуждение к этому 
. р в 

случаю, следует рассмотреть обратное отношение — с. |. 


Мы видим отсюдз, что еели точку М передвинуть, то отре- 
зов БУ изменится, а предыдущей член отношения (48) не из- 


АВ 
менится, & поэтому и все нервое слагаемое вм измените, вто- 


АВ 
рое слагаемое 1 не изменится; следовательно, вся суйма ВМ! 
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меняется с изменением ВМ, откуда и заключаем, что другой та- 
кой точки быть не может. 

Замечание. Можно было бы данное отношение дать не 
числом, а отношением лвух данных отрезков; тогда иа прямых 
ЛС и ПО ' и еледует откладываль эти отрезки. . 

4 точки 4, В, Ми №, расположенные на одной прямой, две 
из которых (4 и В) были даны, & две другие были найдены при 
решении этой задачи, являются основою, из которой вытекает 
целый отдел геометрии, не входящий в обычный элементарный 
курс. Эти четыре точки, обладалощие свойством, что АМ АМ 

" МВ В№ 


называются гармоническими точками. 


218. Если мы усвоим мысль, выясненную в предыдущем пс, 
что отрезок допускает линть одно его разделение в данпом отно- 
шенчи внутренним образом и лишь одно — внешним образом, то 
отеюда найдем: 

1) Если одна сторона треугольника разделена внутренним 
образом на 2 части, отношение которых равно отношению двух 
его других сторон и точка деления соединена с противоположною 
вершиною, то послелняя прямал является биссектором внутрен- 
пего угла треугольника при этой вершине. 

В самом деле, в данном отношении впутренним образом отре- 
зок допускает лишь одно разделение, & то разделение, о котором 
идет здесь речь, производится, как мы знаем (*° 215), биссекто- 
ром угла — следовалельно, указанная прямая и есть биссектор 
угла. 

2) Если однь из сторон треугольника разделена внешним 
образом на 2 части, отношение которых равно отношению двух. 
его других сторон, то нрямая, соединяющая точку деления с 
противоположною вершиною, должна быть биссектором внешнего 
угла при этой вершиие (объяснение сходно с предыдущим, надо 
лишь сослалься на п” 216). 


219. Пусть даны 2 точки А п В (чер. 214); тогда на прямой АВ 
можно найти 2 точки (одну ннутри отрезка АВ, а другую—вне его) так, 
чтобы отношение расстояпий каждой из них от А и В было ранно дав- 
ному числу, т-е.. чтобы МИА, где К данное чтело (целое, дроб- 


ное пли даже иррациональное). 


15* 
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Вовникает вопрос, не существует ли где-либо вне прямой такой 
точки Р, чтобы отношение ее расстояний о: А и В равнялось тому же 
числу К. 

РА 


Допустим, что нам удалось найти такую точку Р; тогда тв= к, 


АМ _РА и АМ_РА 


а ПМееМ р рр и Вх РВ 


(каждое из этих отношений равно 


числу К). 

Мы видим, что у нас получается Л АРВ, в котором сторона АВ 
разделена в точке М внутренним образом, а в точке № впешним обра- 
зом в отношении, равяом отношевию двух других его сторон, а это, как 
мы знаем, возможно лишь в том случае, когда РМ и РМ№- суть биссек- 


А 
Р-\ 
А т Е м 
й с 
\ / 
Дт” 8 
Чер. 214. Чер. 215. 


торы: нервый—внутреннего /Р хреуг-ка АРВ, а второй—его внешнего 
угла- Мы знаем (п° 62 упражнение 4), что они перпендикулярны между 
собою, т.е. Д МРМ =. Следовательно, искомая точка Р обладает свой- 
ством, что из нее отрезок ММ виден под прямым углом, а такие точки, 
как знаем, расположены ва круге, дпаметр которого есть отрезок ММ 
(10° 1348 и 135). 

Отсюда ваключаем: 

Геометрическим местом точек, отношение расстоя- 
ний которых от двух ханных Точек равно данному 
числу, служит круг, построить который мы умеем: 
нало отрезок, соедяняющий две данных точен, разде- 
лить внутренним пвнешним образом в сотиошении, рая- 
вом данвому числу, в полученные две точки принять 
за концы диаметра нскомого круга. 


220. Возьмем внутри круга какую-либо точку О (чер. 215) и 


построим чрез нее две произвольных хорды АВ и СО. Соединив 
затем точку 4е ри ВсС (можюо Ас Си В с 0), получим 
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А АОД с А ОВС, так как углы при точке О равны, как верти- 
кальные / А=/ С, как виисанные, опирающиеся ка одну 
дугу ВЛ, что достаточно для подобия треугольников. Поэтому 
имеем: 
ов _ 0С 
. ОП ОА" 


Если мы теперь под обозначеннямн входящих сюда отрез- 
ков будем повпмать чнела, полученные от их нзмерения какою- 
либо единицею, то можем сюда применить свойство пропорции, 
взятое из курса арифметики (пли алгебры): произведение край- 
них членов равно произведению средних; следовательно, 


Ол.0В=00.02, 


т.-е., если две хорды пересекаются внутри круга, 
то нроизведение отрезков одной хорды равно про- 
изведенню отрезков другой хорды. 

Так как хорлы проведены чрез О пронзвольные, то произве- 
дение отрезков и третьей хорды должно быть такое же, следо- 
валельно: 

произведение отрезков хорд, проходящих через 
точку, данную внутри круга, постоянно, 

Впрочем, равенство 


ОА. ОВ=ОС.0В 


нмеет и геометрический смысл: произведение ОА. ОВ выражает 
площадь прямоугольннка, стороны которого суть отрезки ОЛ и 
ОВ, в соответствующих квадратных единицах; такой же смысл 
имеет и произведение ОС.ОД. Поэтому имеем: 

Прямоугольникн, сторонами каждого из кото- 
рых служат отрезки хорды, проходящей через по- 
стоянную точку внутри круга, равновелики. 

221. Возьмем тенерь точку О вне круга и построим чрез нее 
касательную ОЛ к кругу н несколько секущих ОС, ОМ... 
(чер. 216). Соединив точку касания А касательной с точками В 
и С, где секущая ОС пересекает круг, получим АД ОАСс® А ОДВ, 
так как у них / О общий и / С— / ОАВ, потому что угол, 
составленный хордою и касательною, равен вписавному угду, 
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впирающему на дугу, завключенную впутри того же угла 
(01° 133). 
Из подобия этих треугольников имеем: 


0С _ ОА 


(стороны ОС н ОЛ лежал против углов ОАС и ОВА, сто- 
роны ОА и ОВ— против углов АСО п ОАВ). 
Эта пропорция читается: 
А 2 Если из точки вне круга 
х7 построить к нему касатель- 
1 ную и секущую, то каса- 
тельная является средним 
пропорциональным отрез- 
ком между всею секущею и 
ее внешнею частью. 
Можно также применить сюда 


ы свойство пропорции: произведение 
Чер. 916. крайних членов равно произведению 
средпих, получим 
0С.0В—=04*. 


Если расемотрим другую секущую ОМ, то и для нее спра- 
ведливо то же соотношение: 


ОХ.0М= 04, 


Т.-6., если через точку вине круга проводить секу- 
щие, то произведение всей секущей на ее внешний 
отрезок постоянно и равно квадрату касательной, 
проведенной к кругу через ту же точку. 

Здесь выражение ‚квадрат касательной“ надо понимать в 
смысле „квадрат числа, полученного от измерения касательной 
линейною единнцею“. 

Можно то же свойство выразить геометрически: 

Прямоугольники, сторонами каждого из кото- 
рых служат еекущая, проведенная к кругу через 
определенную внешнюю точку, и ее внешиий отре- 
зок, равновелики между собою и равновелики 
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квадрату, стороною которого служит касательная, 
проведенная к кругу через ту же точку. 

222. Свойства, двух предыдущих пп можно выразить оди- 
наково: 

Еели в плоскости круга возьмем какую-либо точку 
и чрез ‘нее постропм ряд прямых, то произведение 
отрезков каждой прямой от этой точки до точек 
пересечения этой прямой с кругом есть число 
постоянное (каждый отрезок выражен числом), завнся- 
щее только от круга и от положения точки, но не 
зависящее от того, какую прямую проводим через 
эту точку. 

Указанное произведение как бы характеризует положение 
точки относительно круга и называется етепенью этой точки 
относительто круга. 

Мы впоследствии еще вернемся к этому понятию. 


223. Упражнення. 1. Периметр треугольника разен 45 дм., биссектер 
меньшего пз его углов делит противоположную сторону на отрезки, 
равные 4 и 6 дм. Вычислить каждую из его сторон. 

2. Две хорды круга пересекаются внутри его так, что меньшие их 
отрезки равны 6 и 9 дм. Вычислить длину каждой хорды, если отноше- 


з 
ние этих хорд —. 


3. Параллельные стороны трапеции равны соответ. 1 п 28 пин. 
елпн.; еслю продолжить непараллельные стороны до их пересечения, то 
одна из них увеличитен от этого продолжения на 9, а другая на 6 лин. 
един. Вычиелить не параллельные стороны трапеции. 

4. В трапецип построены дпагопани: одна из них — 21 дм. а другая 
в точке пересечения разделилась на отрезки, равные 8 и 20 дм. Вы- 
числить: 1) на какие отрезки разделилась другая дпагональ н 9) парал- 
лельные стороны этой трапеции, если ее среднян линия — 1 дм. 

5. В кругу из внешвей точки проведены секущая, внутренний отре- 
зов которой — 86 дм., и касательная, которая в 9 раза больше внешнего 
отрезка секущей. Вычислить секущую и касательную. 

6. Показать, что отношение двух высот треугольника равно обрат- 
ному отношению соответетв. оснований (можно двумя способами: 1) при 
помощи подобия треугольников и 2) пользуясь уменьем измерять пло- 
щадь треугольника). + 

7. Построение четвертого пропорционального отрезка к трем дан- 
ным можио выполнять без построения параллельных, а помощью 
круга, на основании 0” 230 или 0? 291. Выполнить несколько таких 
построений. 
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8. Обратно: если построены две пересекающихся прямых и от точки 
их пересечентя отложены ва каждой прямой в одном или в обратных 
направлевиях по 2 отрезка таких, что произведение отрезков на одной 
прямой равно произведению отрезков другой, то 4 конца этих отрезков 
расположены на одном круге. 

9. Постронть прямоугольник, имеющий одну данную сторону и 
равновеликий сумме двух данных треугольников, имеющих общее 
основанве. 

10. Построить треугольник по стороне, по высоте, опущенной на эту 
сторону, и по другой высоте. 

224. Теорема Птоломея. Пусть в круг вписан какой-либо 
четыреугольник 4ВСХ (чер. 217); построим его диагонали АС 
и ВД и постронм еще прямую АК 
{точка А есть точка пересечения 
этой прямой с диагональю) так, чтобы 
д ВАК= Г БАС, 

Рассмотрим ЛАВЕ и ЛАДС. 
У них по построению / ВАК— 
— / РАС изатем / АВК— / АСР, 
как вписалные, опирающиеся на одну 
дугу АО. Слеловат., ^ АВЕ > ДАДС 
Отсюда имеем: 


Чер. 211. АВ ВК 


АО рб 


Пряменяя сюда свойство: произведение крайних членов про- 
порции равно произведению средних, имеем: 


АС.ВК-ЕАВ.РС.......0 


Рассмотрим затем ДАКДО и ЛАБС. У них / ФАЕК—= 

— / ВАС (каждый из этих углов нвляется суммою одинаковых 
слатаемых: общее слагаемое есть / КАС и равные слагаемые 
ДРАС=/ ВАК), залем / АРК=— / АСВ, как вписанные 
оппрающиеся на одну дугу АВ. Следовательно, ЛД АК Ро> ДАВС 
Поэтому имеем: 

др _ Ок 

АСТ ВС’ 
откуда получаем: 


АС.ШЕК=АО.ВС. ....,.. % 
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Сложив равепства (1) и (2) по частям (мы ведь расема- 
триваем здесь обозначения АВ, АС и т. д., как числа), по- 
лучим: 


. 40.ВКАС.РК—АВ.ОС- А,. ВС. 
Вынесем в первой части число АС за скобку 
АС(ВК-- ОК) =двВ.ОС- АР. ВС 


и, замечая, что ВА-- ПОЕ— ВО, получим: 
АС.ВР=АВ. ОС- АО. БС. 


Это евойетво чичаем (сокращенно) словами: 


Произведенне диагоналей впиеанного в круг 
четы реугольника равно сумме произведений его 
противоположных сторон. 

Можно дать в геометрическое толкование этому: 

Прямоугольник, сторонами которого служат 
диагонали вписываемого четы реугольника, равно- 
велик сумме двух прямоугольников, сторонами 
каждого из которых елужат две противополож- 
ных стороны четы реугольника. 


‚ 225. Пусть построен прямоугольный треугольниь АВС 
(чер. 218), / Р-=4. Построим еще ВО | АС— опустим нерпен- 
дикуляр из вершины прямого угла 
на гипотенузу — пронумеруем по- 
лученные углы: ДА=ИЩ 
ДавВр=из, Х РВС= #3, 
ДС=и 4. 

Тогда имеем: ДЕД 2=а 
(так как сумма острых углов 
прямоугольного треугольника Чер. 318. 

АВр- угол при Д прямой — 
равна прямому углу), с другой стороны Д 2-- / 3==а (таккак / В 
прямой), отсюда заключаем, что / 1—3; ташже найдем, что 


Д2=/4. 
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; 
Рассмотрим теперь Д АВЬ н АРВОС; они, в силу пайдея- 
ных равенств углов, подобны х; следовательно, 


яр _ ВО 

вр 24 
(АР лежит против Д2 в ДА АВР, емув Л ВООС—= / 4, против 
которого лежнт сторона ВЛ); члены второго отношения ВБРи Об 
суть етороны, расположенные против равных углов: ВДв ДАБО 
против /1 и ОСв А ВРС протвв / 3). 

Эту пропорцию, имея в виду, что у нее средние члены оди- 
наковы, читаем: „перпендикуляр ВЛ) есть средний пропорцио- 
нальный отрезок между отрезками АД и ОС гипотенузы“. 

Рассмотрим затем Л АВС и ЛА АВЛ; они подобны, потому 


что у них ДА общий в ДВ (/ АВОЫО=ИР (ДАРЬ, как 
прямые углы. Отсюда имеем: 


АС АВ 
АВ АБ 


(АС и АВ против прямых углов, АВ и АР против равных 
углов Д2и 4). 

Эту пропорцию прочтем: „Катет АВ есть средний пропор- 
пиональный отрезок между всею гипотенузою АС и ее отрез- 
ком АО“. 


Также найдем, что А АВСа> Л ОБС и отсюда: 


46_ вс 
вс ро 


Эта пропорция выражает свойство катета ВС, такое же, ка- 
кое только что было найдено для АВ. 

Соединяя все вместе, получим: 

Если из вершины прямого угла прямоугольного 
треугольника опустить перпендикуляр на гипоте- 
нузу, то этот перпендикуляр есть средний пропор- 
циональный между отрезками гипотенузы, & ка- 
ждый из катетов есть средний пропорциональный 
между всею гипотенузою и ее отрезком, прилежа- 
щим к этому катету. 
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225. Прелыдущим свойством, & также пб 216, пользуются для 
построения отрезка среднего пропорционального между двумя 
данными. , 

Пусть даны отрезки а и б (чер. 219); требуется построить 
такой отрезок х, чтобы имела место пропорция =}: 

Для этого откладываем отрезок АВ =—а и прилагаем к нему 
отрезок ВС—5. Примем полученную сумму двух отрезков, отре- 
зов АС, за диаметр и построим на нем круг (достаточно поло- 
вину круга; его центр О расположен в середине отрезка АС). 
Затем через точку В строим ВД АС— точка ДЛ есть точка 


ООН: <. р 
| № ЕР” 
А *. 8 С А [2 [2 


Чер. 319. Чер. 220. 


пересечения этого перпендикуляра с кругом. Тогда ВО и есть 
нскомый отрезок. В самом деле, соединив 2 с 4 ис С, получим 
прямоугольный треугольник АДС (/ АДС прямой, так как он 
вписанный и опирается на диаметр АС круга) и, следовательно. 
согласно предыдущему по, имеем 1.6: В) —= ВО: БС илиа: ВОр— 
— ВР:6, откуда ц заключаем, что х— ВР. 

Можно вндоизменить это построение: сделать так, чтобы 
отрезок а был всею гипотенузою, а отрезок 6 — ее отрезком до 
перпендикуляра, опущенного на нее из вершины прямого угла. 
Строим В -=а (чер. 220) и на нем АС—6. Припимая АВ за 
диаметр, строим круг и из точки С строим СР | АВ. Тогда 
отрезок „АР, служащий катетом прямоугольного треугольника, 
АРБ, есть средний пропорциональный между АВ и АС, т.-е. 
между а и 6. 

Также можно воспользоваться п” 207 для этого построения. 

227. Предыдущее построение необходимо для решения мно- 
гих задал. Вот некоторые пз них: 

1. Построить квадрат, равновеликий данному 
параллелограмму. 
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Называя сторону искомого квадрата через х, & основание и 
выеоту данного параллелограмма чрез а и А, имеем: 


2'— ай, откуда > —== = 


т.е. искомая сторона есть средний пропорциональный отрезок 
между осповапием и высотой данного параллелограмма. 


Если лан прямоугольник, то построение можно выполнить, 
кав указано на чер. 221: продолжим сторону АВ так, чтобы 


Чер. 221. 


АС—В и принимая АС за диаметр, построим круг; продолжив 
сторону ВЕ прямоугольника, получим точку 0, соехпнив ее 
с А, получем сторону искомого квадрата, а затем и сам 
квадрат. 

2. Построить круг, проходящий через две дан- 
ных точки и касательный к данной прямой. 

Пусть даны точки 4 и Ви прямая КЕ' (чер. 222). Тре 
буется построить круг, проходящий через .4 и В и касающийся 
прямой КА”. Точкн А и В должлы быть даны © одной стороны 
‚КК’,— иначе залача невозможна. 
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Легко найти точку касания искомого круга: соединим точки 
„А и ВБ ий продолжим прямую АВ до пересечения в точке Сс 
ЕЕ’. Тогда точка касания К определяется из пропорции (п° 221) 


сл ск 
СК СВ’ 


Чер. 222. 


Отрезки СА и СВ нам известны, мы можем на основании 
1°226 построить средний пропорциональный к ним; отложив этот 
отрезок по прямой КЕ’ от С, получим лве точки К и Ё', ка- 
ждая из которых дает по одному решению, — всего задача имеет 
2 решения. | 


Чер. 233. 


Центры искомых кругов О и О’ найдутся, как точки пересе- 
чения перпендикуляра к АВ через его середину и перпендику- 
ляра к КА’ из точки К (для О) или из точки Е” (для О’). 

3. Построить круг, касающийся двух данных 
пересекающихся прямых и проходящий через дан- 
пую точку. 

Пусть даны прямые АВ и АС, к которым должен касаться 
круг и точка 0, через которую он должен проходить (чер. 223). 
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Задача приводится к предылущей. Центр искомого круга ле- 
жит на биссекторе того угла, образуемого иашими прямыми, 
внутри которого лежит точка 7. Построим точку Е, симметрич- 
ную с Р относительно биссектора 4.М; тогда круг должен пройти 
и через точку Е. Задача свелась к предылущей. Мы должиы 
отложить АК-=ЕК', где ЕК есть средний пропорциональный 
отрезок между ЕД и ЕЕ. Центры двух кругов, удовлетворяющих 
требованиям, суть точки пересечения биссектора АМ с перпен- 
дикулярами КО и Ё'О’ к стороне АС. 


ГЛАВА ХХИЕ 
Числовые соотношения в треугольнике. 


228. В этой главе мы будем главным образом понимать под 
обозначениями отрезков АВ, АС ит. д. выражающие их числа. 

Мы знаем (пб 226), что если даны геометрически два отрезка, 
аиф, то мы можем постронть средиий пропорциональный между 
ними. Пусть теперь отрезки даны не геометричесйн, а числамн, 
т.-е. под аи В будем понимать числа, выражающие 2 данных 
отрезка. Тогда нахождение среднего пропорционального отрезка 


а_х 
сведется к нахождению числа х из пропорции ==;, где а, ф 
и 5 числа. Из этой пропорции имеем: 
2? — а 
1—1 а. 
229. Пусть имеем прямоугольный треугольник АВС (чер. 224). 
Опустим из вершины его прямого 
ь угла (/ В прямой) перпендикуляр 
ВР на гипотевузу АС. Тогда из 
п’225 мы знаем: 


А б А6_ АВ А6_ ВС 
г. В авар и 2) Вб- рб 


Чер. 224, Отсюда мы получаем: 
АЪ:— АС. АП и ВС?—АС.БС. 
Сложив по частям полученные равенства, получим: 
АВз-- ВС—Ф АС. АРТ АС. РС=АС(АР-ПО. 
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{Здесь мы вынесли число АС за скобку). Замечая, что 

Ар-- 2С—= АС, получам: 

_  АВ- ВО? —= А 0? или АС8— АВЗ-- ВС, 
т.-6. квадрат числа, выражающего гипотенузу, ра- 
вен сумме квадратов чисел, выражающих катеты 
прямоугольного треугольника. 

Сокращенно говорят: Квадрат гипотенузы прямо- 
угольного треугольника равен сумме квадратов 
катетов. 

Если мы дадим полученной формуле геометрическое толко- 
вапие, то получим уже известную нам теорему Пифагора (п°161): 

квадрат, построенный на гипотенузе прямо- 
угольного треугольника, равновелик сумме ква- 
дратов, построенных на катетах, 

Из ур-ния АВ-- ВС*— АС? ивогда приходятся находить 
катет прямоугольного треугольника, по гипотенузе и другому ка- 
тету. Получим, напр.: 

412 — АС — ВС? и, следов., АВ —У АС} — РС». 

230. Найденное числовое соотношение между сторопами прямо- 
угольного треугольника позволяет решать множество вычислитель- 
ных задач. Решим некоторые из них: 

1. Вычислить площадь равностороннего тре 
угольника по данной его стороне. 

Пусть А АВС (чер. 225) равносторон- 
ний и каждая его сторона выражается чи- 
слом а (АВ= БО АС=а). Для вычи- 
сления площади этого треугольника надо 
узнать сначала сго высоту В.О, которую 


7 


мы назовем чрез #. Мы знаем, что в 7? 
раввосторонием треугольнике высота ВЛ Чер. 995, 
делит оснозание АС пополам, те. .1О== 

а 
—= 00 —= - Поэтому из прямоутольного треугольника ОВ Свыеем: 

В} — ВС?— РС? 

или 

ай За? 
Ва — а — = (выполняем вычитание). 
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Отсюха имеем: 


53 — 
В — и г бу (выносим множит. из-под, корня). 


2 
Следовательно, называя число, выражающее площадь пашего 
АС. ВО 


треугольника, чрез © и зная, что площ. Д АВС— ‚ нае 


р] 
ходим: 
9—4: 43 _ Из 
о‘ 

Мы можем смотреть на эту формулу, как на один из способов 
измерения площади равностороннего треугольника: надо измерить 
его сторопу в линейных единицах, возвести найденное число в 
квадрат, умножить полученное число на ИЗ и разделить на 4 —— 
получим выражение площади в квадратных (соответствующих) 
единицах. 

2. Стороны треугольника равны 10. 17 п 21 лин. 
един. Вычислить его площадь. 

Опустим высоту № в нашем треугольнике (чер. 226} на боль- 
шую сторону — она непременно пройдет внутри треугольника, 

так как в треугольнике тупой угол может быть 
2С-\ расположен только против большей стороны. 
г Тогда большая сторона, =31, разделится на 
`-я”” 28 отрезка, один из которых обозначим чрез х 
Чер. 286. (см. чертеж) —- тогда другой — 21 — х. Получим два, 
прямоугольных треугольника, из которых имеем: 
1 — 108 — 2 и 712—172 — (21 — 22, 
Так как левые части этих уравнений одинаковы, то 
108—298 —172--(21 —#)*. 
Выполняя действия, получим: 
100 — 2 —289 — 441-1425 — 279. 
Упрощая это уравнение, найдем: 
425—252, 
откуда 
= 6. 
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Тогда из уравнения 13 — 108 — 22, получим: 


12 —103 — 62—64 
п, следовательно, . 


ы № —У 64 —8. 
Тогда искомая площаль найдется: 
21.5 
о— — 5“ квал. един. — 84 квал. ели. 


3. Можно решить общую задачу: как вычислить площадь 
треугольника по его сторонам? 

Пусть стороны треугольника АВС выра- 
жены числами ВС —=а, АС Би АВ-=е (чер. 297). 
Лоложим, что АС есть большая сторона; тогда 
высота ВР пойдет внутри Л АВС. Назовем: 
Вр=1, РС-—х и тогда АР —№— х. 

Из ^ ВРС ныеем: Ъ? — а? — х2. 

Из ЛАВР имеем: №2 = 62 -— (6 — х)?, 
откуда 22 — х2 — с? — (6 — х)*. 

Решая это уравнение, последовательно получаем: 


2х— а? -|- 62 — с? их. 


Далее, подставляя это выражение в уравнение [2 — а? — х2, найдем 
(22-5 12 —с2)?__ 42262 — (а2 5? — с? 
452 — 412 
(Ра Е а? - 12 — 62)(Заъ — а — № - с?) 
— 42 , 
(Посхеднее написано на том основания, что чисаптеля 4а252— (2 -- Ъ, — 
— с:)2 можно рассматривать, как разность квадратов, которую разлагаем 
на ироизведение суммы на разность). 
Или 
„__ (а-Н 8 — с?] [с —{а—65)3]— (а Ъ--е)(а -Р ь—с)(с--а — 6) (с—а-Н 5) 
3 == р но 
4 д? 
У а о) а РЬ— с) с а—5)(е—а- 
2ь ° 


12 — а? — 


П, следовательно, В = 


Эту формулу преобразовывают, вводл периметр треугольника, кото- 
рый обозначим чрез 8р, т.-е. 


ас —9р. 
Вычитая по 2с из обенх частей равенства. получим: 
а -Ре—6-=Эр—96с или а-4- 6 —е=9(р— с): 
17 


` — 238 — 


Также найдем: 
се а—5=8(р—5) в е-а--Ь—=9(р— а). 
Тогда получим: 
‚_И2-2.5.2. 0-99 _2Ир-а@-@—9. 
РИ Ь 
И для площади @ получим: 


И 
9=—5` = Урф-йф-Бф—9 


(р выражает полупериметр треугольника). 

Этою формулою можно пользоваться для вычисления площади тре- 
угольника по трем его сторонам. 

231. Упраннеияя. 1. Основание равнобелренного треугольника равно 
10 дм. а его площадь = 60 кв. дм. Найти (вычислить) его периметр. 

2. Параллельные стороны равнобочной трапеции равны 16 п 40 ды., 
а каждая ив непараллельных сторон — 37 дм. Вычислить ее площадь. 

3. Стороны трапеции равны: параллельные 15 п 36 дм. & непарал- 
лельные 13 и 20 км. Вычислить ее площаль. 

4. Сторона ромба и его меньшая диагональ одонаковы. Найти формулу 
для измерения площади такого ромба по его стороне. 

5. Батеты прямоугольного треутольника равны соответственно 6 п 
8 лы. Найти отрезок гипотенузы, заключенный между биссектором 
прямого угла треугольника и высотою, опущенною пз вершины прямого 
угла. 

6. Биссектор прямого угла прямоугольного треугольника делит гипо- 


и 6 
тенузу на2 отрезка, равные соответственно 7тти 18: лин. един. Вычис- 
лить его площадь. 
7. Найти сторону квадрата, равновеликото равнобедренному треуголь- 


нику, боковая сторона которого = 19 > пив. един. а высота относнтел в 
основанию, как 92:3. у 
°8. Стороны параллелограмма равны а и Би один пз его углов == 45°. 
Наёти формулу для его площади. 
9. Угол параллелограмма — 30°; выразить 
[5) его площадь чрез его сто роны (а п 5). 
232. В пб229 мы нашли зависимость 
\ между сторонами прямоугольного треуголь- 
| пика. Можно набти подобную же зависи- 
|. р мость для сторон (с присосдинелием еще 
Чер. 228. одного отрезка) косоугольного треуголь- 
Ника. 
Пусть имеем сначала д АВС (чер. 228) такой, чтобы ДА 
был острый. Постараемся найти выражение для квадрата сто- 


ОИ т А УЕ -_ 


— 930 — 
\ 
роны ВС, лежащей‘ против этого острого угла (подобно тому, 
как в п°229 нашли выражение для квадрата гипотенузы). 
Построив ВБ | АС, получим из прямоутольпого треуголь- 
ника ВОС: 
ВС? — ВЛ*-|- ПС. 


Заменим В, определяя его из Д АБО, откуда имесм: 
В0—= АБ — АГ», 


а отрезок РС заменим чрез АС — АХ (очевидно, что дб—=АС— 
АЛ). Тогда получим: 


ВС: — АВ — 4124 (Аб— АР—= А — АЗ А — 
—24А0. АР-+ 413. 


Выполнив приведение подобных членов, найдем: 
ВС} —АВ-- АС? —2АС. АХ. 


Эта формула читается: квадрат стороны треуголь- 
ника, лежащей против острого угла, равен сумме 
квадратов двух его лругих сторон, минус удвоен- 
ное произведение одной из этих сторон на ее от- 
резок от вершины острого угла до висоты. 

233. Пусть теперь ХА в ^ААВС (чер. 229) тупой. Найдем 
выражение для ввадрата стороны БС, 
лежащей против тупого угла. 

Построив высоту ВО — она теперь 
расположится несколько ипаче: на 228 
где / А острый, точки Фи С распо- 
лагаются по одну сторону от А, а 
здесь, где / А тупой, точки Фи С 0 А 
расположатся по разные стороны от 4. Чер. 229. 

Тогха, из прямоугольного А ВРС получим: 


ВС3— В1-4 рб?. 


Мы можем В. заменить, определяя его из прямоуголь- 
ного ^ ВОЛ: 
ВР—= АВ АТ», 
.а отрезок РС= 4С-|- АХ, что очевидно. Замемяя, получим: 
ВС: —= АВ: — А1з-- (АС-- АБ}—= АБ — АГ? -- АС -- 
+240. Ар-- 41». 


16* 


— 946 — 


Выполнив приведение полобных членов, найдем: 
ВС?== АВ -- дСЁ--2АС. АХ, 


Т.-6. квадрат стороны треугольника, лежащей про- 
тив тупого угла, равен сумме ввалралов двух его 
других сторон, ‘илюе улвоеннсе произведение 
одной из них на се отрезок оз вершины тупого 
угла до высоты. 

Эта. формула. з равное и формула п”232, допускают геометри- 
ческое истолкование, которбе легко найли. 

234. Пользуясь свойствами пп’ 229, 232. 233, мы можем, если 
нам даны стороны треугольника в числах, узнать, есть ли у этого 
треугольника прямой или лупой угол. 

Прямой или тупой угол в треугольпике может быть располо- 
жен лишь против большей стороны, каков же угол против нее, 
легко узнать: этот угол острый, прямой или тупой, смотря по тому, 
будет ли квадрал большей стороны меныше, равен или больше 
суммы квадратов двух других сторон. 

Узнать, имеется ли прямой или тупой угол в следующих 
треугольниках, определяемых свонмй сторонами: 
` 1) 15 ды. 13 дм. и Ш дым; 2) 20 

Я с 29и 21; 3) И, 8и13; 4) 7, Ши 15 

235. Пусть имеем параллелограмм 

АВОСЬ (чер. 230); построим его дна- 

А К р с  гонали /С и ВЛ и его высоты ВК |. 

Чер. 330. ИР и САБ. 

Тогда, если Х .1(/ ВАЛ) острый, 

то ДО (//4АО0) непременио тупой (иб0 их сумма==2а). Из 
А АБФ, где / А считаем острым, имеем: 


1212= ЛЬ? 41—2АШ. АЕ, 
а из А АСУ, где ХР тупой, имеем: 
АС? =. А?-|- С1?-- АР. 07. 


Заменим в последней формуле отрезок «Л равным ему от- 
резком ВС вн ФГ равным ему АК (ОГ == АК, ибо ААВК= 
—= А ДОСКР, в чем легко убедиться). Тогда получим: 


АС — ВОЗ СТРА. АК, 


— 241 — 


Сложив выражение для 01 с последним выражением для 
АС*, найдем: 


ВТа-- Аб? = АБ АГ? ВС? СТ, 


таг как чзены —ЗАД. АКи -- ЗАЛ. АК взаимно уничтожаются. 
Полученное равепетво можем прочитать: 

Сумма квадратов днагоналей параллелограмма 
равна сумме квадратов его сторон. 

236. Вычисление медяаны в биссектора греуголь 
ника по его сторонам. Пусть в треугольнике АВС (чер. 931) по- 
строена медиана ВМ (т.-е.- АМ = МС). Зная стороны А АВС: ВСб— а, 
АС—Ь п АВ—=с, вычислить меднану ВМ. 

Продолжим ВМ и отложим отрезок МВ = ВМ. Соединив РПеЛи р 
с С, получим параллелограмм АВСО (выяснить это легко, так ка 
ЛАМ — А ВМС я АЛМВ—= АМС). 

ь 


нс 
Чер. 231. ` Чер. 333. 


Называя мелнану ВМ чрез ш, получим ВО —2 и тогда, пользуясь 

предыдущим пс, имеем: 
(21)? | 5? = 2а*-- Эс, 
откуда узнаем т (т.-е. меднану, делящую пополам сторону ,). 

Пусть теперь надо вычислить биссектор ВО внутренчего угла /ЛАВС. 
(чер. 232) по его сторонам: АВ = с. ВС =а, АС-Ъ. Из ААВР имеем 
(ВН АС): 

АВ? —= ВО? -- АО? --2АШ.ОН. 

Из ^ ОВС также получим: 

ВС? = ВОз-- 0: —20С.ПН. 

Умножим обе части первого уравнения на ШС, а обе части второго 
на АП, и сложим по частям; получим: 

АВ? . ОС-- ВС:. АР = ВР? , АСАО . ОС АС... . п) 

[Член ВР?. АС получился из ВГС’ РСО-А. АБ — ВО? ОС -- 


+ АО) =В102 . АС; член АО . ЪС.. АС получплея из АОЗ. РС ОС? 
АР = АО. РС (АБ-+- ОС) = АО. ОС. АС]. 


— 2483 — 


Это равенство, называемое теоремою Стьюарта, справедливо 
для всякой прямой ВР, идущей из вершины В треугольника к какой- 
либо точке основания. Теперь примем во внимание, что ВО есть бас- 


АБ Ъ 
сектор Д В. Тогда 56=% и АР-- РС-Ь. Отстода получазм АО — ст 5 
|? 


и ОС е-а: 


Подставив в равенство (1) п называя ВО чрез \, имесм: 


с? . а а2сЪ Бзас 


ен 
са Реха=у Нас 
откуда после сокращений получаем: 


з Ь?ас ас(с-- а) _ 
м -Н а-Е с} ев —86 
ь _ _ @+о-ы 
Е 

237. Вычисление радиуса, описанного около тре- 
угольника круга. Пусть сколо Л АВС (чер. 233) описан круг О 
Построим днаметр круга ВО, хорду АБ 
п высоту треугольника ВН. 

Тогда А АВР х АВСН (ДА= 
ИН=а- угол А прямой, потому что 
он вписанный, опирающийся на диа- 
метр ВО п /Ш= Х С, как вписанные, 
опирающиеся на одну дугу АВ). По- 
этому имеем: 


и ао | 


ВР _АВ 
Ве ВН’ 
или, называя радиусе ОВ чрег В, вы- 
соту ВН чрев № ин стороны АВ и ВС, как 
п раныле, соответственно чрез с на: 


28 _е 

а №’ 

ас 

откуда В — 5 , 

ЪЬ 2 
но площадь ДАВС —@ = -5 » откуда = 2. 

аЪс 

Следовательно, В = 20- 


Мы умеем {1°230 вад. 3) вычислять площадь треугольника © по его 
сторонам. Отсюда можем вычислить В по трем сторокам треугольника- 


— 243 — 


238. Вычисление радпуса виисанного в треуголь- 
нпЕ круга. Впишем в Л АВС, стороны которого даны (чер. 234), 
круг 0. Соедвнив его центр О с вершинами треугольника ин с точками 
касавия О, Е п Е сторон к кругу, найдем, что радиусы круга ОО, ОЕ и 
ОЕ служат высотами треугольников ВОС, СОА и АОВ. 

Называя радиус вписанного круга чрез г, имеем: 


площ. Л АВС = @ = площ. Л ВОС -|- площ. Л СОА -{ площ. А АОВ. 
а.к Б.кос:г 
Пл Ча, 


__а-НЫ-е 
— р 


откуда ГА г=р. № 


где мы обозначаем, как в п°230, периметр треугольника чрез Эр. 


< 


сюда —. 
Отсюд > р 


Чер. 934. 


Пусть га есть радиус вне-Бписанного круга (чер. 235). Соединив его 
центр О с вершинами А, ВиС нс точками касания О, Е и Е, найдем: 


площ. А АВС == площ. Л А0С-| площ. ^ АОВ -— площ. Д ВСО. 


Ь.г г, м. 


Илн © — р + 5’ — 5” 
Ъ-Не—а 
откуда =— 9 №. 


Но в п°230 (зал. 3) мы нашли, что Б-Р се —а=2(р— а). Поэтому из 
предыдущего легко получим: ° 


Также найдем: 


— 244 — 
239. Упражнения. 1 Показате справедливость формулы: 


9— 
У@+ нь) (. +5 О) (+ ы— —) И 


где © площадь треугольника. Ва, Нь и №с егс высоты. 
2. Площадь треугольника выразит черее радиусы вписанного № 
неввнисанных кругов (чрез г, г: Гу п г.). Отв. = Уг. а. №. т. 


3. Высота равнобочной трапеции —Ъ. а каждая из ев диагоналей 
делится в точке пересечения на 2 отрезка, равные а и №. Выразать 
Нзощадь этой трапеции чрез а, Би Ъ. Отв. Ы ( (а-Рьы-Нн) (а-ь—»). 

4. Стороны прямоугольника равны а п Ъ; на большей вз нах (пусть 
& >> Ь} построен равносторонний треугольник, площадь которого частью 
налегает на площадь прямоугольника. Выразить через а в ЬБ ту часть 
площади треугольника, которая не наложена на площадь прямоугольника. 


«Уз— 5) Уз. 


12 — 


5. В прямоугольный треугольник ннисан круг. Гипотенуза в точке 
касания разделилась на отрезки а и}. Выразить площадь этого тре- 
угольника чрез аи Ь. Отв. аБ. 

6. Бпесектор прямого угла прямоугольного треугольника делит его 
гипотенузу на 2 отрезка, равные а п Ъ. Найти его площадь. 

а(а 5) 
Отв. аа Ъз)- 

1. Сторона квадрата — а. На двух его противоположных сторонах 
построены внутри квадрата разносторонние треугольники. Вычислить 
площадь четыреугольнпка, полученного от пересечения сторон построен- 


а(2— У 3) 
Из 


Отв. 


ных треугольников. Отн 


ГЛАВА ХГУ. 


Числовые соотношения и пропорциснальность в правиль- 
ных многоугольнинах. 


240. В п?148 мы узнали, как разделить окружность на 4 рав- 
ных части: для этого надо в круге О построить 2 перпендику- 
лярных диаметра. Соединив точки делення, получим правильный 
вписанный в круг 4-угольшик АВСШ (чер. 236). 

Теперь мы можем ныразить сторону этого 4-угольника чрез 
радиус круга. 


— 545 — 


Из Л ЛОБ, в котором / О прямой, имеем: 
АВ? —= А0-|- ОВ, 


Назовем сторону АВ чрез а, (чтобы показать, что это — сто- 
сторона 4-угольника) ни радиус круга чрез И. 
Тогда, А 
а. — В 2—2, 


откуда, а. =У22-|- ВУ2. 


241. В том же п?148 мы узнали, что 2 


хорда, стягивающая дугу, равиую 6-й части 

окружности, равна радиусу; другими сло- 

нами: сторона правильного вии- 

санного в круг шестиугольника Чер. 236. 
равпа радвусу, т.-е. 


=, 


где а, обозначает сторону правильного вписанного шестиугольника. 
242. Разделив окружиость на 6 равных частей и соединив 
точки деления чрез одну, получим правильный треугольник, впи- 
санный в круг, — обозначим его сто- 

4 рону чрез а.. Пусть АВС (чер. 237) 

есть правильный треугольник, вписан- 

ный в круг 0. Выразим его сторону 


р. чрез раднуе В круга. 
Мы предварительно делили окруж- 
ность на 6 равных частей, и одна 
и из этих точек деления, точка 0), ле- 
2—8 жит на <^ СВ. Легко сообразить, что 
Чер. 287. — АСр = —^АВЬ, так как каждая 


состоит из 3 шестых частей окруж- 
ности. Поэтому точка О лежит на одном диаметре с точкою А. 
Построив этот диаметр АД и хорду ОБ, получим Л АВЬ, у 
которого угол при В прямой, так как он вписанный и опирается 
на диаметр. Следовательно, 


АВ — 41 — р? 


— 246 — 


или. зная, что АВ = а, АР=3В и ОВ=В (ибо а, —= В), полу- 
чим а. == 41 — 12 — Ва, 


откуда, аз —У 318 = ВУЗ. 


243. Мы можем также, пользуясь п°240, найти а, (те. сто- 
рону правильного вписанного восьмиугольника), ав И т. д., & поль- 
зуясь п°241, найти а, затем а» и т. д. Найдем, напр., выражо- 
ние аз чрез А. Для этого чрез О (чер. 237) постровм ОЕ! ОВ 
н затем хорду ОЕ; тогла РЕ=а,. Сторона правильн. шести- 
угольника ДБ разделится прямою ОЕ в точке К пополам; 


РВ = Е, следовательно. ОК = П. Из ЛОДОК нмеем: 
те За ВУЗ. 
о 2 


ОК? — 018 — РЕ — = И ОК —=—— 


далее имеем 


Уз _ ВО-У3) 
поте 


РЕ? РЕЗ-р КЕ, 


КЕИА— и из А ОКЕ: 


ИЛИ 


ау 1-Е (2—У 3] _ 128—473) 
= + == 


— 12(2—У3). ' 
ав=Пу?—Уз. 


244. Мы можем еще научиться дедить окружность на, 5, на 10, 
на 20 и т. д. равных частей и вместе с тем научитьея строить 
правильные многоугольники 0б 5, об 10, 0б 20 ит. д. сторонах, 
а также найти выражения сторон этих многоугольников чрез ра- 
диус круга. Удобнее начать с правильного десятиугольннка. 

Чтобы исследовать эту задачу, допустим, что <^ АВ (чер. 238) 
есть десятая часть окружности и хорда АВ==а,о. Тогда < АВ=36° 
и, следовательно, / АОВ — 36°; Л АОБ равнобедревный 


Отеюда 
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(ОЛ= ОБ, как радиусы). Так как угол при его вершине = 36°, 
то на долю углов при основании остается 180°— 36° —144°, но 
эти углы равны, следовательно, / А—/ В=172°. 

Построим биссектор ВС угла В; тогла / АВС 36° и 
Д СВО=36®. Далее видим, что /_ АСВ (внешний для ДОСВ) = 
= 0-Е /СВО—=36°-| 36°—12?. 
Отсюда заключаем: 1) ДАВС равно- 
бедренный (углы при Аи С равны), — 
следовательно, 4В=(СВ, 2) А ОСВ 
равнободренный (углы при Оп В 
равны), — следовательно ОСВ—0С 
или ОС—= АБ. 

Так как далее биссевтор вну- 
треннего угла треугольника делит 
противоположную сторону на чаети, 
пропорциональные двум его другим 
сторонам (п°215), то 


АС _ АВ Чер. 238. 
60 Во 
Но АВ=- С0 и ОВ— ОА, следовательно, 
ас с0 
бо=0::-.:- 


Отсюда, вндим, что для получения отрезка ОС, равного сто- 
роне АВ правильного деслтиугольника, надо радиусе круга ОЛ 
разделить на такие два отрезка АС и СО, чтобы один из них 
был средним пропорциональным между всем радпусом ОЛ и дру- 
гим отрезком АС. 

Такое деление отрезка называется иногда золотым деле- 
нием, но обычно называют его делением отрезка в край- 
нем п среднем отношении. Как выполпять такое деление, 
будет указано в следующем п, а здесь мы найдем выражение 
стороны правильного вписанного цесятиугольника (а) чрез ра- 
диус круга. 

Из (1) имеем (ОА = В, СО—=а» следовательно, АС=Е— 
— @): 

Е— ви @и- 


ао в 


— 345 — 
Отсюда ах: = 1? —В.а или а -- В. 0, — 18 =0. 
Решая это квадратное ур-ние, получим: 


ИЕ РКУ 5 


В 
ши=—5 +] и =-Иу 
Очевидно, годится только одно решение. Итак, 


—В-Е ПУ 5 _ ВУ 5—1) 
2 8 


ас — 


245. Деление отрезка в краёнем и средием отно- 
шениин. Пусть требуется данный отрезок АВ (чер. 239) раз- 
делить на такие две части, чтобы одна из них была среднею 
пропорциональною между всем 
отрезком АВ и его осталь- 
ною частью. 

Для этого постровм ВС | 
1 АВ и отложим ВС— АВ; 
затем, припимая ВС за диа- 
метр, постронм круг, — его 
центр О расположен в сере- 
дине отрезка РС. Построим 
далее прямую АО, которал 

Чер. 239. пересекает круг в точках Л 

и Е и наконец отложим на АВ 

отрезок 44{— АХО. Тогда в точке № отрезок АВ разхелится так, 
как это требовалось. 

В самом деле АЕ есть секущая и АВ касательная к кругу О 
Поэтому (п°221) имеем: 


С 


АЕ _ АВ 
АВ Ар` 


Вычтем из каждого отношепия этой пропорции по 1; получим: 


или; 
АЕАВ_АВ—4Р 


ЯВ = Ар 
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или, так как АЕ-—- АВ = АЕ— БО—АЕ-— РЕФ АР— АМ и 
АВ Ар=АВ Ш АМ—= МБ, 


АМ _ ИВ „ МВ АМ 
АВ АМ АМ АВ’ 


что н доказывает, что мы достигли требуемого рота, 


Заметим, что АМ ЯВ < 1, ибо АМ< АВ, следовательно, и < 


или АБ < АЛ, т.-е. средним пропорциональлым является боль- 
шал из двух частей, иа которые мы делим отрезок АБ. 

246. Теперь мы можем построить правильный вписанный в 
круг десятпугольник; надо разделить радиус круга в крайнем и 
среднем отношении и строить хорды, равные большей из полу- 
ченных частей. 

Если разделить окружность на 10 равных частей и соединять 
точки деления чрез одну, то получим правильный пятиугольник, 
вписанный в этот круг. 

1 53832 1 

Так как в 10—80 —50- 15? 10 легко получить пятналда- 
тую часть окружности: надо разделить ее на 6 и на 10 равных 
частей и вычесть из шестой доли окружности ее десятую долю,— 
этим решается вопросе построения правильного пятнаднатиуголь- 
ника. 

Мы можем ватем удваивать чаело сторон построенных пра- 
вильных многоугольноков. Тогда получим правильные многоуголь- 
ники о 20 сторонах, о 40 и т. д. сторонах, о 80 сторонах, о 
60 сторонах ни т. д. 

Можно найти выражение чрез В для а. Пусть (чер. 238) ММ =а» 
МР — ао п временно МО —=х (5 —=2х) п ОФ — у. Тогда ив Л ОМО : х2 -- 
-- У2— 82... (} п изв Л МРО: х?-- (В — У)? = а? или х2-|- 2—9 Ву-| у— 
— а25 или принимая во вниманое равенстно (1) 


ова—ви, _ВазИЗ) 
4 


28? — 2Ву— а», откудау = эп = 
16? — [2(1 2 210 — —) 
Тогда из (1) х2= В? — у? = Вне 5 _ 8210 а У 5 
я х— КУ 10—2И5 
4 
ВУ 10-275 


Следовательно, а, 2х = —_-—. 
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Сторона а.5 может быть выражена чрез В помощью теорсмы Пто- 


домея (05224). Пусть АВ (чер. 240) = а. ==В, АС-=аь- ве 5, 


тогда СВ—а„.. Далее имеем АРО=2В, СР=У 48-27, п ВР—а—Ву 8. 
Тогда по теореме Птоломея пмеем 
в АВ.СР=АС.ВР-Р СВ. АБ, 
с или ВУ4В—3,„—80.п.-ра,..ЭВ, 
откуда а5= ВуУАВ? вета - 8 
Вычнслений здесь не выполняем. 


247. Упражнения. 1. По данной 
стороне а правильного двенадцати- 
утольника вычислить его площадь. 

Пусть АВ (чер. 241) одна из 
сторон правильного двенадцатиуголь- 
япка; построим прямую ОВ н Оби 


Чер. 940. 1 АВ. Тогда имеем СВ ов, называя 


а? 
ОВ чрез В. л ОС чрез р, имеем "=? — 4. Но в п’243 найдено, что 


ав — ВУ 2 8; теперь имеем а=вИ2_у 8 откуда В Иод: 
23 
ставин это выражение, найдем р? = № __ 8 —_ 242 -У = — 
ув 4 Л 


АННУ В и раму, Тогда, согласно п° 205, получим @= 


19а аР ту 8 зазИ туау 8 
2.2 

2. Вычислить площадь правлльного шестиуголь- 
ника, десятиугольника, восьмиугольника, если дана 
сторона а кАЖДОГО из НИХ. 

3. Апофема правильного десптиугольника — р; вы- 
числить его площадь. 

4. Апофема правильного десятнугольника 9 ды. Чер. 241. 
Бычнелить его площадь. 

5. Площадь правильного шестиугольника, вписанного въ круг, = 
БТУ 8 квадр. един. Вычислать площадь пранильного треугольника, впи- 
санного в тот же круг. 

6. На одном и том же отрезке построены правильный треугольпик 
п квадрат. Радиус круга, описанного около треугольника, = В. Найти 
радиус круга, описааного около квадрата. 


— 951 — 


248. Пусть имеем какой-либо правильный многоугольник об я 
сторонах. Легко вычислить каждый внутренний угол такого много- 
угольника. В самом деле, мы знаем (п781), что сумма внутренних 
углов и-угольника вычисллется по формуле 24(и—2) или в гра- 
дусах 150°(п — 2). 

Так как в правильном многоугольтике нсе углы между собою 


В 180°(и— 2) 
равны и всех их и, то каждый угол равен — 


1802.4 5 

Так, нанр., угол правильного шестиугольника, = ———— 6 —_—_=120°, 
180.8 о 

угол правильного десятиугольника — —(— — 144°, угол пра- 

180°. 14 
вильного шестнадцатиугольника — =_= 157530' ит. д 
8 с в = 
Г 
А Г, 
Чер. 242. 


Мы можем увилать из этой же формулы, что © увеличением 
числа сторон угол многоугольника все увеличивается и прибли- 
жается к 1805. В самом деле, этот угол равен 

180°(и—2) _ 180°.1—360° (5 360° 
я 9 3. 
60° 

< увеличением числа п дробь — все уменьшается и м0- 
жет быть сделана, как угодно мала. 

Затем из этой же формулы впдим, что внутренний угол нра- 
ВАЛЬНОГО многоугольника засчеит только от чпела сторон, но не 
завиент от самой стороны: если мы построим 2 правильных мно- 
гоугольника 4ВС... и А’Б’С’... (чер. 242) с одинаковым числом 
сторон, то, несмотря на то, что у одного каждая сторона больше 


Ф 


. - ы ” м - - -\ ° -.- -*---- 7 --— >> 
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каждой стороны другого, их внутренпие углы должны быть равны 
между собою. Соединим еще центры этих многоугольников О с 
вершинами 4 и В, О’с вершинами А’ и В’. Тогда А ОДВо 
м А 0'А'В', так как углы в этзх треугольниках при вершинах 
А, В, 4’ и РБ’ равны между собою, ибо каждый из них ость 
половина одного из равных внутренпих углов многоугольпиков; 
построим еще анофемы ОК и О’К’ многоугольников. Тогда 
имеем: 
АВ _ ОА _ оК 
АВ Обл ОЮ 
т.е. отношение сторон правильных одноименных 
многоугольников равно отношению их радиусов 
и равно отношению их апофем. 

Пазывал число сторон каждого многоугольпика чрез я и умно- 
вол оба члена первого отношения на я, отчего это отношение 
не изменится, получим : 

АВ.п _ ОА _ ОК 
2В.в ОА — ОК. 

По АВ.п есть периметр первого мпогоугольника; также 
А'Ъ'. п— периметр второго. Следовательно, 
отношение периметров правильных одноименных 
многоугольников равно отношению их радиусов 
или их дпофем. 

249. Теперь мы можем найти зависимость между стороною 
какого-либо правильного многоугольника, вписанного в круг (ее 
обозначим а„), стороною одноименно описанного около того же 


(последнее на оснований пб311), 


круга праввльного многоугольника (ее обозначим 6,) и раднусом В 
этого круга. Пусть АВСО... есть правильный многоугольник, 
вписанный в круг О (чер. 243); следовательно, в точках 4, В, 
С, Ррит. д. круг разделен на равные части. Поэтому, построив 
в этих точках касательные в кругу, получим правильный опи- 
санный многоугольник УР с тем же числом сторон. Построим 
апофему ОК внисанного многоугольника, & апофемою описанного 
служит радиус нашего круга (например, ОВ). Тогда к нашим двум 
многоугольникам применим предылущий п°, и мы вмесм: 

ав _ ок (0) 

ЭМ — бе: - 
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АВ мы заменим чрез а, ММ чрез ®, ОВ чрез В, а ОК най- 
дем из Л ОЕВ (/ К прямой); 


ОК —0В— ВЕ*— т—(*)= 12 Ав 
2 4 {4 


1 __ @ 
(вк= тав= 


У4— а. 
р] 


ре 


отсюда ОК — 


Подставляя в пропорцезю (1), получим: 


У 41 —а„. Ро би У —в 


а :в8 = 
7% Е 
2 в, 28 
Отсюда можно выразить 6, чрез а, и Е: 


2а, ‚В 


"Ув — а? 


Этою формулою можно пользо- 
валься для нахождения формул, вы- 
ражающих стороны описанных пра- 
вильных многоугольников чрез ра- 
диус круга. Найдем, например, фор- 
мулу для в, (т.е. дла стороны нра- 
вильного описанного около круга, 


6-угольника) Чер. 943. 
2. В 243 213 
„—_26й —= (так как аа = В) =—-—— 
Уз Ув У 3 


— 2 _ 28 _2пуз 
— ВУЗ ТУ 3 3 

250. В п?243 мы указали возможность паходить формулы 
для а, @в и т. д. для а, а и т. д. Здесь дадим общую фор- 
мулу, выражающую сторону правильного многоугольника, внисан- 
ного в круг, с двойным числом сторон чрез сторону данного и 
через раднуе круга. Пусть сторона данного вписанного празиль- 
ного многоугольника есть АБ (чер. 244), обозначем ее о„. По- 
строим ОКС 1 В; тогда ОК есть апофема нашего правильного 
многоугольника н она равна, как найдепо в предыдущем по, 


и 
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У 4—7, 
5 ; построив еще хорду АС, увидим, что эта хорда и 
есть сторона правильного вписанного в этот же круг многоуголь- 
ника с двойным, против данного, чи- 
селом сторон, — обозначим ее чрез аз. 
Итак, имеем: АВ — а„, следовательно, 


АК— с ‚ОК— уе — Чи Аба, 
и, конечно, ОА = 00— В. 
Далее находим: 
СК—=0С—ОК=В— 
Чер. 244. У 4 — а? — 2Ву4— в. 
р 


Р- 


и из д АКС (/К=а: 46 — АКЗ4 СЕ, 


а 412-4ВУ ИВ в. 412 
или а - —4 Е = 


__ 828 —4ВУ/ 41 —а,? 
И Ее 


откуда Я = \ Ио 8 — ВУ — аз. 


Это и есть искомая формула. 


— 2 — ВИП — а, — а? 


Мы знаем, например, что «„—в\/ 2—1/3; теперь мы мо- 
жем найти выражение чрез Ё для а’, заменяя и в найденной 
формуле числом 12: 


«„—М 218— ВУ 4 ай = \ 2 ВУ 4 = 


= Ме му уз —\ те уу 


— в\ Уз УЗ. 


— 255 — 


251. Упражнения. 1. Найти формулы для а, и затем для 6,. 

2. Найти формулу для аз. ° 

3. Радиус круга == А. Пайти площадь описанного около него 
12-угольника. 

4. Пайти формулы для @в и В. 


ГЛАВА ХХУ. 


Подобие многоуголькиков. 


252. Понятие о подобии треугольников распространяется и на 
многоугольники. Пусть дан многоугольник АВСОДЕ (чер. 245); 
выполним построение аналогизч- 
пое п°206. Построим диагонали В С 
АСи АД и, выбрав какую-либо к 
точку А на стороне АБ между 
точками А и В или вне отрезка А 
АВ, построим АХ. || ВС до пере- 
сечения с диагональю АС, затем 
ЕМС до пересечения с АБ 
и, наконец, ЛАМ || ДЕ до пере- 
сечения с АЁ Тогда получится Чер. 245. 
_ многоугольник АКТ ММ, который 
связан с АВСР следующими зависимостями: 


Е 


1) Углы одного многоугольника равны попарно углам другого: 
угол А у них общий И К = ДВ (как соответственные), 
Д КЕМ= / ВСХ, ибо / КГА= / ВСА п /АЕМ= / АбБ 
ит. д. 

2) Сходетвенные стороны этих многоугольников пропорцио- 
нальны, т.е. отношение одпой пары сходетвенных сторон равно 
отношению другой пары, равно отношению третьей пары и т. д. 

„Сходственные“ стороны здесь надо понимать несколько иначе, 
чем для треугольников: здесь считаем сходственными сторо- 


нами те, которые заключены между равными углами, например, 
ВОС и БГ. 


17 
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Справедливость указанной пропорциональности вндна следую- 
щим образом: 


АК КЕ АТ 

А ЛАКРо> А АБС, следовательно, яв = ва = `яб` 
АГ СМ АМ 

А АМ А АСР, следовательно, (т == у) == р. 


А АММо> А АРЕ, следовательно, — 


Мы видим, что среди первых трех равных отношений и ередо 


вторых трех равных отношений имеется одно одинаковое ПАС } 
также и последние три отношения связываются с предыдущими 


АЛ й 
отношением яр . Поэтому, пропуская отношения диагоналей, 


получим: 
АК КТ _ ГМ _ ММ _ АМ 
АВ  ВОС` 00 `ОЕТ АЕ` 


Вее это остается, как легко видеть, справедливым и для 
многоугольника с большим, чем у нас, числом сторон. 

Если мы многоугольник АКГММ перенесем в другое место 
плоскости, то найденные выше 2 соотношения этого многоуголь- 
ника с АБСРЕ останутся в силе; такие многоугольники назы- 
ваютсея подобными. Иток, два многоугольника назы- 
ваютея подобными, если углы одного равны по- 
парно углам другого и если сходственные стороны 
их пропорциональны. 

Мы, следовательно, умеем строить многоугольник, подобный 
данному. Мы построили ЛААТИМ№с> АВСБЕ. 

Мы видим еще, что в многоугольниках АВСОЕ и АКГИМ 
построены диагонали из их соответственных вершин, причем по- 
лучилось два ряда подобных треугольников: А АКА <> А АБС, 
А АРЛГс> А АСР и А АММ№с> А АДЕ-треугольнаки эти оли- 
наково расположены в обоих многоугольниках. 

Возникает вопрос, останется ли в силе последнее свойство, 
еели мы построим многоугольник, подобный данному, каким-либо 
еще способом, пе тем, которым мы пользовались здесь. 
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253. Пусть как-либо построен многоугольник А'В'О'Ш’Е с 
мпогоугольнику АВСОЕ (чер. 246), т.-е. так, что 


ДИДЬЕ В Да=ис, др = ДР, 


ДЕ=ЕЕ. ..: ... @) 

И 
А'В'_В'С_ ОТ'_рЕ_ЕА бо 
в- 50- ор =ЕРЕА т 


Вопрое конца предыдущего п” равносилен другому: можно ли 
привести эти два многоугольника в положение, чтобы, иапример, 
точка А’ совпала с 4, а остальные вершины были бы распо- 
ложены попарно на прямых, идущих из этой общей точки, и 
чтобы сходствепные стороны их или были параллельны, или сто- 
рона одного многоугольника расположилась бы на стороне хругого. 


|- 
д’ С 


Чер. 246. 


Решим этот вопросе. Для этого отложим на стороне АВ от 
точки А отрезок АК=— А'В' и, пользуяеь предыдущим п°, по- 
строим многоугольник ААХ/МИМ > АВСЛЕ. 

Остается выяснить, может ли многоугольник А'В'О’ТУЕ’ со- 
впасть при наложении с АКЫММ. 

Мы имеем: ДА=ИВ, ДГ=ИО (/ КЕМ= / ВОБ, 
ИМ=И Ви /НК—=ГЕ Сравнивая эти равенства с равен- 
ствами (1), находим / = И ВБ’, ГИС ит. д. то-есть 
у многоугольников 4’В'СО’Е и АКТЛИМ все углы попарно 
равны. 

Ак КТ ТГМ ММ МА 


Далее имеем: Ед: 


Сравнивая эти равенства с равенствами (2) и принимая во 
внимание, что АК — А’ВБ', легко получаем КТ=В'С, ГИ= 
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—=С'О' ит. д., т-е. все стороны многоугольников А’В'С'О’Е и 
АКГУИМ попарно равяы. Наложим многоугольник А’В'СТ’Е на 
АКГММ так, чтоты А’ попала в А и сторона А’В’ совпала бы 
с АК (мы ведь строили АК= А'В'); тогда, в силу равенства 
углов ВБ’ и К, сторона В’С’ пойдет по КГ, в силу равенства 
сторон АГ, и В'С', точка С’ попадет в Ё ит. д. 

Итак, А'Б’'С'ЬЕ совпадает се АКТЛГХ, & следовательно, 
если построим днатонали 4’С’ и А’П’, получим ряд треуголь- 
ников, подобных и одинаково расположенных с Л АВС ААС 
ит. д. 

Поэтому заключаем: Если построить в подобных 
многоугольниках диагоналн из соответственных 
вершин, то получим 2 ряда подобных и одинаково 
расположенных треугольников. 


Легко увидать справедливость и обратного заключения: если, 
ЛА’В’С' со ААВС, ЛАА’С’Т’ ЛАСО п ЛАТ’ с> ЛАОЕ, то много- 
угольник А’В'СО'Е, со многоугольнику АВСОЕ. Тогда Л А’В’С'=АКЬ 
ЛА'С'Т'= ДАГМ и ЛАТ — ЛАММ, откуда следует равенство 
многоугольников А’В’СТЕ! в АКЬММ и, следовательно, подобие А’В’С”ОУЕ, 
п АВСПЕ. 

$ 


254. То положение {хве соответственных вершины сливаются в одной 

точке, остальные вершины попарно лежат на прямых, проходящих чрез 

эту точку, а сходствепные стороны параллельны), в 

которое нам удалось привести два подобных много- 

С угольника, является частным случаем другого 

более общего положения двух подобных многоуголь- 
ников. 

Пусть пмеем КОММ > АВСО (чер. 247). Возь- 
мем какую-либо точку $5 п соединим ее со всеми 
С’ вершинами А, В, Си Ш первого многоугольника. 
Постараемся построить многоугольник, равный 
многоугольнику КОММ, так, чтобы его вершины 
лежали на прямых ЗА, 58, 5С п 50 и стороны 
были бы параллельны сторозам многоугольника 
АВС. 

Для этого отложим на етороне АВ отрезок 
АР — КГ, (полагаем, что КГ и АВ сходственные 

Чер. 21. стороны) п построим РВ’||А$ (на чертеже точка 

Р п прямая РВ’ не даны). Чрез точку В’, где 5В 

пересекается с РВ’, постропи В’А’|| АВ. Тогда А’В’-= АР = КТ, затем 
построим В’С’|] ВС, чрез точку С’, где В’С’ пересекается с 8С, проведем 
СО’ [СР п точку О’, где С'О’ пересекается с 80, соединим с А’ Полу- 


ра 
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чим иногоугольниг А’В'С”Т’, который, как это сейчас увидим, подобен 
многоугольнику АБСО. 


Так как А'В’' || АВ, то АЗА'В’5 Д ЗАВ, 
ЗА’ А'В ЗВ 
откуда ЗА = АВ = 55 °-`-.---*-- .-... (1) 
Так как Б’СВС, то А 8В’С' се Л ЗВС, 
ЗВ’ В'С'’ 80’ 
откуда В = ВС — 86-е. 3+ (2) 
Так ках СО! СО, то А 5С'О' се Д 8СБ, 
$С' Со $0' 
откуда с -`©Б — вре + . (3) 
А’ В’ 


Отеюда можно вывести, что ЗА —= бр» & следов. АЗАТ’ м А БАШ, 


так как две стороны одного пропорциональны двум сторонам другого и 

углы между нимн равны (/ 3 общий), — следовательно, АО’ АО и 
55’ П’А’ ЗА’ , 
8 - БА = 3 т... (2) 


Из равенств отношений {1), (2). (3) и (4) легко получаем; 
А’ ВС СТ’ ТА’ 


Кроме того, Д А’—= ДА, ДВ' = ДВит. ц,, как углы е параллель- 
ными сторонами. Следовательно, А’В’С'О’ сс АВСО. 

Далее легко увидать, что КЫМХ = А’В’СО". В самом деле, ДК:-= ДА 
но ДА ХА’, следовательно, ДК = ИА’; таиже Х Ь= ДВ’ ит.д. — 
углы у наших многоугольнпков равны. Кроме того, из подобия КОММ 
22 АВСО получаем: 

кг ГМ мм мк 
АВ ВС — СБ = РА? 


Сравнивая эти равные отношеная с равенстрами (5} п имея в виду, 
что А’Б’= ЕКШ, находим: В'С'’=ГМ, С'Т’= ММ, О’А’' = МК. Теперь 
легко, как это делали выше, увпдать, что КГММ при наложении совме- 
стотся с А’’С”Т’. Следовательно, нам удалось поместпть данкые по- 
добные многоугольники в такое ноложение, что их вершины располо- 
жены попарно на прямых, проходящих чрез точку 8 и их сходствезные 
стороны параллельны, к чему мы п стремплись. 

Заметим еще, что соответствепные вершины в нзмтих мнотоуголь- 
никах следуют друг за другом в одном направлении (см. стрелки около 
многоутольников АВСО, КЫМХ и А’В’С'Т’) — по часовой стрелке. 

Если бы вершины одвого многоугольннка, соотпетствующие поезе- 
довательным вершинам другого, шли друг за другом в иаправлении, 
обратвом тому, как они расположены в другом. то удалось бы поместить 
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наш многоугольники так, чтобы соответствующие вершины распола 
гались по разные стороны от точки 5 (см. чер. 9248}. 

Точка $, где сходятся прямые, соедпняющие пары соответственных 
вершин многоугольников, называется центром подобия; в пер- 
вом случае (чер. 247), когда обе соответственные вершивы (например, А 
и А'’} расноложены в одной стороне от $, центр полобая называется 
внешним, а но втором (чер. 248), когда соответствующие вершины 
расположены по разные стороны точки 5, центр подобия называется 
внутренним. Если подобные многоугольники расположены так, что 
они пмеют центр подобия, то 
говорят, что они подобно 
расположены. 

255. Если нам дан много- 
угольник АВСЬ (чер. 37 или 
248), — будем данный  много- 
угольник называть ориги- 
налом, — мы можем, выбрав 
произвольную точку 3, полу- 
чать его изображения, подоб- 

Чер. 243. ные ему в каком угодно мас- 

штабе, — этим именем назы- 

вают отношение какого-либо отрезка пзображения к соответствующему 

отрезку в оригинале (в данном многоугольниоке). Это отношение назы- 

вают еще козффициентом подобия — обозначпы его через К. 

Пока еще для нас коэффициентом подобия является отношение сторояы 
изображения к стороне оригинала, 


А’В: —_ ВС —_ 
;.-2. Ав = ве == =. 


В дальнейшем мы распространим это понятие на отношение всякох 
двух отрезков изображения и оригинала, схолствепных между собою. 
Из равенств (1), (2), (3) п (4) предыдущего 10°, имеем: 


ЗА’ _ ЗВ'_ 8С'_ $0’ АЗ’ 
чА = ЗВ = 56 = ЗБ `АВ = № 


1 


тТ.-е. отношение расстояний от центра подобия соответственных вершин 
изображения и оригинала = коэффициенту подобия. 

Под именем фигура (плоская) мы понимаем совокупность точек и 
линий плоскостей. Многоугольник АВСР — есть фигура. Присоединии 
еще одну точку (выбранную по произволу) Е — получим новую фигуру 
состоящую из мпогоугольника АВСО п точки Е,— найдем изображение 
точки Е. Для этого построим прямую 8Е и на ней отложим отрезок ЗЕ 


Е , 
так, чтобы ЗЕЕ (такой отрезок легко построить, пользуясь 12214); 


этот отрезок мы можем отложить по направлению СЕ (чер. 247); пли в 


обратном направлении (чер. 248}. Полученная точка Е’ п есть пзобра- 
жение точки Е — другими словами точки Е!’ и Е суть соответственвые 
точки в наших двух нодобных и подобно расположенных фигурах. 

Соединив точку Е, например, © В и точку Е’ с В’ (Ви В' суть тоже 
соответственные точки), получим два соответствующих друг другу от- 
резка ВЕ и ВЕ’. 

Легко увидать, что Л ЗВЕ со ДА ЗВ’Е (так как Х ВЗЕ= ДВЗЕ в 

В’ ЗЕ! 
стороны, составляющие эти углы, пропорциональны: <в'=Е п ЗЕ=, — 
ЗВ’ БЕ’ 
следовательно, ср =<р). отсюда вытекает: 
в ВВ’ 
1 ВЕ ВЕ ч 2) ву =звЕЕ 


Т.е. соответствующие друг другу отрезки в изобра- 
жении п оригинале 1} параллельны между собою и 
9) их отношение равно коэффициенту подобия. 
Отсюда вытекзет нозможность следующего построения для нахожде- 
ния точки, соответствующей данной н оригинале точке, если уже имеем 
одну пару соотнетствующих точек п известен центр подобия: пусть 
имеем пару соответствующих точек В п В’ ип требуется найти точку, 
соответствующую точке Е, — строим прямые ЗЕ п ВЕ и чрез В' строим 
прямую, параллельную ВЕ, ее точка пересечения Е’ с ЗЕ п даст 
пекомую точку. 
256. Построим для какой-либо фигуры, одна точка которой есть А 
‘чер. 249), ее изображения, принимая дне пропзвольных точки В, п В, 
5$: _ [5] 7: 


5,8” 


Чер. 249. 


за внешние центры подобия п чпела Е, п К, за коэффициенты подобия. 
Пусть в первом изображения точке „\ соответствует точка А’ п во вто- 
ром изображении этой же точке соответствует точка А”. 

Присоединим еще к данной фигуре какую-либо точку В, лежащую 
ва прямой 5,5; тогда этой точке В соответстпуют в первом изобра- 
жении точка В'п во втором точка В”, нричем точки В’ и В” должны 
лежать на той же прнмой 3,5. н прямые АВ, А’'В'и А"В" должны быть 
параллельны п одипаково направлены. 
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Тогда имеем: 


А'В' АВ" 
АВ = № п дв = 
Отеюда находим: 
АВ’ К, 
А"ВИ— Е, 


Соединив точки А’и А”, найдем точку пересечения 5, прямых 
А"А' и 5... Тогда из подобяя треугольникон З3.А’В’ п 5.,А”В" находим : 
5В'’ _ АВ’ =, 

5,3” — А"ВИ 
т.е. точка 8, должна делить отрезок вт внешиим образом в отно- 
шении, равном данному числу --. Мы‘ знаем (05217), что существует 


только одна точка, которая делят данный отрезок В’В” в данном отно- 


Чер. 250. 


штепии знешним образом. Если мы возьмем какуто-либо еще точку С 
данной фигуры и построим ее пзображения С’п С”, то, соединив точки 
и С” а взяв точку пересечения, пазовем ее опять 8, прямой С’С" с 
прямой 5,9. получим, что Л 8,В’С' со ДА В,В"С" С, | ИВС, 


следовательно, В”С” |] В'С'), откуда опять найдем, что < ри «ВЕ» т.е. 


новая точка 5, совпадет с прежнею. Следовательно, 3. “есть центр по- 
добия фигур (А’В’С'...) п (А"В"С"...) п притом внешний, пбо направле- 
нпя. в котором следуют друг за другом соответствующие точки в обепх 
фигурах, одинаковы. Из этого заключаем, что фигуры (А’’С’..) и 
(3"В"С"...) также имеют ввешной центр подобия п ов расположен ва 
очной прямой с центрами 8, п 8.. 

Если один из цеитров подобия 3, взять внешний, а другой 8, выт- 
тренний (чер. 250), то ваправления соответствутощих отрезков таковы: 
А'В'’ одннаково с направлением АВ, но АВ” обратно направлению АВ,— 
следовательно, направление А”В” обратно А’В’и 8; явится внутренпям 
центром подобия фогур (.\'В'...) и (А"О"...). 
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Если взать оба центра подобия внутренними (например, 8. п 8. на 
чер. 250), то легко увидать, что третий центр подобия окажется внеш- 
иим. Итак, вообще: 


Если три фигуры попарно похобно расположены, 
то три центра подобан расположены на одпой прямой, 
причем пли все три онп внешние, пли два ив них 
ннутренних, & один внешний. 

257. Отиошение периметров ви площадей подоб- 
ных МНОГОугольннко в. 

Пусть омеем два подобпых многоугольника АВСРЕР и 
А'ВОСВБЕР (чер. 251). Назовем коэффициент подобия чрез #. 


^ 


В С 
А р А 

(=. 

}: 

Е Е 
т 
Чер. 951. 
* „{Т’ В’ 
= о . Д., 
Тогда В К, Ва ит. д 


откуда А'В'=. АБ, ВО'—ФЬ. ВС, СО'Е. С 


Сложнв эти равенства по частям ин вынеся множитель Ё го 
второй части за скобку, получим: 


Ав ВСС Ь’-...=цаАв-- ВС-- ср-...), 


. А’ ОСТ... __ 
откуда АВ ВС Ср 


А’ 
Е —— - 

АВ? 
т.е. отпошение периметров подхобпых треуголь- 
ников равно отпошению сходственных сторон 
(или равно коэффициенту подобня). 

Выберем две соответственных вершины, напр., А и А’, и по- 
строим проходящие чрез них диагонали. Тогда мы знаем: 1) (из 
12253) А АВС с> АД А'В'С, А АСР АЛСП ит. х. 2) (3 
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п°212). Отношение площадей подобных треугольников равно ква- 
драту отношения их сходственных сторон, следовательно, 


пл. ЛА’ (Р)= 1». 12. ААС (22) 


пл. ДАВС \ АВ па. д АСИ —\ бр |= ит. х, 

откуда, 

пл. АВС —=И. м. ААВС; пл. 4А'С'О'—=Р . пл. А АСВ; 
пл. ^ АР. ш. А АРЕ... 

Сложив эти равенства по частям и вынеся общего множителя 

Е? во второй части за екобку, получим: 

пл. АА Б’С'-|- пл. А’С'Р'--пл. Д АОЕ-|-.. (пл. д АВС-- 
-- пл. АД АСО--пл. А АЛРЕ--...), 

или пл. 'В’'СООЕР—@ . пл. АВСРЕЕ, 

пл. ’В’СЬЕЕ _ 8 _— (=) 


откуда пл. АЙОБЕР ЯВ 

т.-е. отношение площадей подобных многоуголь- 
ников равно квадрату отношения их сходствеп- 
ных сторон (или равно квадрату коэффиниента 
подобия). 

258. Два правильных одноименных многоуголь- 
ника всегда подобны. В самом деле, углы у одноименных 
многоугольников одинаковы (п2248), а 
так как все стороны каждого равны 
между с0бою, то, очевидно, отношение 
любой стороны одного к любой стороне 
другого есть число постоянное. 

Если в круг вплшем какой-либо правиль- 
ный многоугольник (чер. 259) п чрез середины 
дуг, стаягиваемых его сторонами, построим 
касательные к кругу, то получим правольный 
однопменный многоугольник, описанный около 

Чер. 252. этого круга. Не трудно выяснить (нредоста- 

вляем это желающим), что полученные два 

правильные многоугольняка подобно расположены п центр круга слу- 

жит их внешним центром подобия, — внешним потому, что каждая 

пара соответствующих точек (напр., А п А’) расположена в одном на- 

правлении от центра (если многоугольник имеет четное число сторон, то 

центр круга можно считать и внутренням центром подобия, надо лишь 
считать, что, например, точке А соответствует точка А”). 


— 265 — 
® 
259. Упражнеиня. 1. Стороны одного пятиугольника равны соответ- 
ственно 12, 14, 10, 8 и 16 дм. Найти стороны другого пятпугольнпка, по- 
добного первому, если его периметр —=80 дм. 
3. Сумма площадей двух полобных многоугольнякон ранна 950 кв. дм., 


а отношенне двух сходственных сторон — у. Вычислять площадь ка- 


ждого из них. 

3. Показать. что если в круг впясан пранпльный многоугольник © 
нечехным числом сторон п в его вершинах построены касательные к 
кругу, то получится описанный многоугольннк, подобно расположенный 
с вписанным, — центр круга сдужит их внутренним центром подобия. 

. Дан треугольник; постропть другей /\, подобно расположенный 
с первым так, чтобы центр тяжести первого служил внутренним цен- 


1 
тром подобия п чтобы коэффициент подобия == 5. Выяснить при по- 


моши этого, как расположены точка высот, центр тяжести п центр 
опис апного круга даяного треугольника. 

5. В данный треугольник нписать квадрат. 

Пусть АВС данный треугольник (чер. 253) и РЕЕК искомый ква- 
драт. Построим еще квадрат ММР®, чтобы одна сторона МО лежала на 
стороне АС треугольника п точка М на сто. 


роне АВ. Легко видеть, что квадрат МКРО 8 
подобно расположен с искомым квадратом ки ` р 
РЕЕК и ннешним пх центром подобия яз- и 2 
ляется точка А; следовательно, точка Е ле- Е Я 
жит на прямой АР. Носле нахождения точкн 
Е искомый кнадрат легко постропть. ий 

6. Дан угол и точка впутри его. Найти А 9] к Са 


на одной стороне угла точку. ранноудаленную 
от данной точки й от другой стороны. Чер. 953. 

Задача решается тем зке приемом. 

т. Постропть / по его высотам. 

Легко получить, называя стороны треугольника чрез а, Бисн 
соответствующие высоты чрез 1,, Ц, и В,, следующую завиенмость: 


аъ, —= БВ, — В, откуда а: 6=ВЬ:Н, п 6:6 =Ъ,: В, =, : това 


о 


В ВЬ 
Легко построить отрезок х= 8 О В. =ъ.— построенпе 4-го про- 


порционального), после чего постропм /\ со ёторонами В; В, п х. Этот 
треугольник подобен искомому, так как а: В:е—, : В, : х; остается по- 
строять треугольник подобный только что построенному так, чтобы одна 
его нысота была равна данной. 
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ГЛАВА ХХУ1. 


Подобие кругов. Радикальная ось. 


260. Возьмем два круга О п 0, (чер. 254 п 255). Ностроим раднуе 
ОА и параллельный ему радпус другого круга О.А, который пмеет 


“ 


одинаковое направление с ОА, илы О.А! тоже параллельный ОА, но 
имеющий обратное с ном направление. Построим затем прямые АА, п 
АА.., проходящне чрез концы этих 
радпусон. Тогда представляется сле- 
А дующая задача: 

По данным радпусам В, и гкру- 
гов и по расстоянию их центрон 
00, —=4 найти расстояние от одного 
< пз центров (нпапр., от О) точек пере- 
за сечения лянся центров с прямою АА, 

о и с прямого АА... 
Назовем ОЗ ‚чрез х; тогда 0,5— 
=х — 4. Л ОАБ- Д О1А.5, следова- 
08 ОА. х В, 
тельно, (5 =. А, ИМИ ;—а= т 


откуда гх — Вх — ОВ. 
Определяя отсюда х, получим 
Чер. 955. ав, 
х — В г 

Отетода мы видим, что положение точки пересечения 5 прямых 00, 
пАА, не зависот от того, в каком напранленля от центра мы лостропли 
параллельные ралпусы ОА п О,А„, так что прямая ВВ‚, соединяющая 
концы другой пары параллельных радиусов ОВ п ©,В,, должна пройти 


. ЗВ 
чрез точку 8 и, кроме того, пмеем (/\ О,ЗВ, со д О5В): В = Та- 


ким образом точка 5 обладает всемп свойствами внешнего центра по- 
добия двух подобно расположенных фигур. 
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Такие, называя 08, чрез у, получим 5,0, =@—у и из подобия 


В 
А 04$, п ЛАО:А, 5, : а= т. Отеюда находим уг —аВ —уВ п 
_ ав 
У— ве 


Отсюта впдпм, что положение точки 8, тагхе не зависит от того, 
кзвую именно пару параллельных, но идущих н обратных направле- 
виях, ралнусов ыы взяли. Чрез эту ке точчу 3, долина пройти прямая 
В.В, соединяющая копцы ралпусов ОБ: и О.В, пораллельных, по имею- 
щих обратпые направлення. Кроме того, пмеем (Л О,В,$, со Д ОВ; 8) 
ЗВ ЩЕ 
58, В” 

Таким образом точка 5, обладает всеми свойствами внутреннего 
центра подобия двух кругов. 

Есля одпи круг лежит ннутри другого (чер. 255), то оба центра по- 
добия расположены внутри меньшего круга: внешний лежит вне от- 
резка ОО, а внутренний — внутри его. 

50, г 

Центры О п 0, также соответствуют хруг другу, так как 30 = 


(вв похобля ЛОАЗ п ДО,А,5) п = (из подобяя ЛЗ О Ан 
п АЗ.04). 

Нтак, всякие два круга подобно расположены п 
имеют дна центра подобия — внутренний п внешний; 
центру одного круга соответствует центр другого и любой точке одного 
соответствует та точка другого, которая расположена на раднусе, парал- 
лельном радиусу первого круга, идущему чрез наятуто точку, н имеющем 
то же или обратное направление. Обратно: если чрез В построить любую 
прямую А и соответствующие точка перессчепия соединить с центрами, 
то полученные радиусы должны быть параллельны между собою. 

26!. ели окажется, что один раднуе. напр. О.С, (чер. 354), пер- 
пендикулярен к прямой 5С,, то и радиусе ОС, соединяющий центр О 
другого круга с его точкото С, соотнетствующей точке С, должен быть 
также перпендикулярен к $С. Отеюда следует, что касательная пз 
точки 5 к одному из наших кругов должна касаться н пругого круга. 
Точно так же, если построим касательную к одному кругу чрез точку 5, 
то она должна спасаться н другого круга. 

Этим пользуются для решения задачи: постропть эбщую 
касательную Е двум даняым кругам. 

Надо найти сначала ох центры подобия, для чего надо построять 
радиус ОА в параллельный эму дпаметр А.А. второго круга (чер. 354). 
Соедянив концы А и А,, вайдем внешняй центр подобия $ п соединяв 
Ан А,., найлем внутренний центр подобля 5:. Затем чрез найденные 
центры подобия 8 и Б, построим касательные к одному кругу — они п 
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должвы быть общими касательнымо. Всего общих касательных у двух 
кругов может быть 4. Еслн дра круга имет внешнее касание, то точка, 
касаняя служыт пх внутренинм центром подобия, н общих касательных 
тогда будем иметь 3; если два круга пересекаются, то внутренний центр 
подобия лежят внутри обоих кругов. и из него нельзя построить каса- 
тельных, — тогда получим только две общих касательных чрез внешпий 
центр подобия;.если 2 круга имеют рапные радпусы, то внешняй центр 
подобяя удаляется в бесконечность п тогда дне внешнях касательных 
параллельны лняяп центров; если два круга имеют внутрепнее касание, 
то точка касаняя служит их внешним центром подобия, — тогда воз- 
можна лишь одна общая касательчая; если, наконец, одяин круг внутри 
другого, то оба центра 
подобия расположены 
внутри 0б0пх кругов, 
п общих касательных 
вовсе не существует. 


262. Можно приме- 
вить понятие о центре по- 
добия кругов к решеняю 
задачи, которую раньше 
мы решилн другим спо- 
собом (15297 зал. 3): 
построить круг, 
касающийся двух 
пересекающихся 
прямыхи проходя- 
щий чрез данную 
точку. 

Точка пересечения 
данных прямых является 
внешним центром нодо- 
бия искомого круга и 
какого-дибо еще касато- 
щегося данных прямых 
п расположенного внутри 
того же угла, где лежит 
данная точка, но не про- 
Г ходящего чрез эту точку. 
Послединй круг легко постронть. Затем найдем на нем точку, соот- 
ветствующую данпой, построим чрез найлепнуто точку ралпус построен- 
ного круга, а чрез данную точку постропм прямую, параллельную этому 
радиусу, — точка пересечения ее с биссектором угла п должна быть цен- 
тром искомого круга. Задача пмеет 2 решения. так как у построенного 
сначала круга можно найти 2 точки, любую из которых можно при- 
нять за соответстнующую данной. 


Чер. 256. 
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253. Если возьмем три каких-либо круга О. О, п О. (чер. 256), то они 
потарво подобно расположены п Е ном ирименихо свойство 0°256. 
У этих трех кругов всего б центров подобия п они располагаются на 
четырех прямых: ОБР, (5,Т,, БЕ, Т, а 15,0. Чрез каждый центр по- 
добяя проходят 2 пз этих четырех прямых. 

258. Степепь точки отаосптельно круга. В п? 292 мы 
познакомилоеь с поничием о стевени точки относптельно круга. Этим 
именем назынается, каз мы знаем, пропзведение отрезков какой-либо 
прямой, проходящей чрез эту точку и нересекатощей круг, от этой 
гочЕй до точек пересечения прямой с кругом. Если точка впе круга, то 
это произведение равно квадрату касательной пз нашей точкя п кругу; 
еези точка внутри круга, то это произведение равно квадрату позовины 
хорды. делящейся в этой точке понолам. Чтобы отличижь первый случай 
от второго, считают степень точео во втором случае отрицательною п 
перел указанным квадратом полоппины хорды сгавят знак минус. 


Чер. 257. Чер. 258. 


Пусть имеем круг О (чер. 257) п точку М вне его. Постропв каса- 
тельную МА и прямые МО и ОА, нзйден из прямоугольного треуголь- 
няка АОМ, что стедень точен М = МА? = ОМ: — ОА? —= О — Вл, где 
А обозначаем чрез В. 

Возьмем теперь точку М, внутрк пруга. Степепь этой точки равна 
произведенитю отрезков хорды М,В и М,В!, гзятому со знаком минус. 
Еели эта хорда перпендикулаяруа в прямой ОМ,, соедяняющей точку М, 
„ ценгром, то хорда делится в точке М, пополам ин М.В, =М.В и, сле- 


зовательно, степень точки М, = — М, В. Из прямоугольного треуголь- 
ника ОМ,В найдем: М.Б? = ОВ? -- ОМ? =В? —ОМ}?, а, следовательно. 
„тегепь точки АЕ: = — М3? — — (В? — ОМ,?) =0М,2 — В. 


В обоих случаях степень точен выражается одпнаково: она равна 
квиарату расстояния почин от центра мннуе квадрат радиуса. 


Если точка лежит па круге, то легко увидим, чтоее степень равна 
нулю. 


255. Пусть теперь имеем 8 круга О п О, (чер. 255). Возникает во- 
про, пе существует ло закох латоя, степени котопых относительно 
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у„бопх кругов равны между собой. Если такие точки существуют, то 
где они расположены? Допустим, что М такая точка. Называя радиус 
ОА чрез В и раядпуе О.А, чрез г. имеем длл этой точки М 


ОМ? - №2 =0,М* — 17. 


или ОМ? — 0, №2 = В—г . .. .. . 1} 
Постровм МВ 1 00.. Тогда пмеем: 
1) яз ДОМВ. .. . ОВ? = 0\?- - МВ 
3) из Л ОМ . . .0,82— 0, М2 — МВ?, 


Вычитая по частям пз первого равенства второе, имеех 
082 — 0, В? = ОМ? — 0, М2. 
На оспоъапии равенства (1) имеем: 
. ОВ? — 0, В = В— м, 
рн ({ОВ—0,:Б) (ОВ-НО,В) = В? — 12, 
Называя 00, = ОВ-Р О,В чрез @ (расстояние центрок), получим: 
ов ов” уе ен @) 


- Из этого равенства п пз равенства ОВ-- О.В =Ч мы можем опреде- 
лить отрезки ОВ и О.В, — получим для казхдого одно решеняе (ур-пя 
первой степени), откуда заключаем, что точка В вполне определена. 
Отстояа выводим: если бы мы вашли другую точку М,, степени когорой 
относительно нашнх кругов равны, н из нее опустим перпендикулар на 
линию пентров, то он должен пройти чрез ту зже точку Б п, следона- 
тельно, слиться с МВ. Следонательно, все точки, степени кото- 
рых относительно двух кругов равны, расположены 
на перпендикуляре 1: линии цептров. Этот перпендикуляр 
вгент назвапяе — радикальная ось двух кругов. Обратно. 
легко показать, что псякая точка перпсвдикуляра МВ имеет ранпые 
степени относительно наших кругов. 

Из равенства (2) пилям: 1) если В, = г, то ОВ — О,В =0 в ОВ-=0.В. 
т-е. радикальная ось двух равных кругов делюг расстояние между ах 
центрами пополам; 9) если Вт, то ОВ`> О.В, т.е. радикальная ось 
расположена ближе к центру меньшего круга. 

Но, если мы назовем чрез х п у расстояния точки В от круга О и 
ет круга 0, (мы нримевяемся к случаю данному на чертеже: круги 
расположены один вне другого), то ОВ=В--х, ОВ =г-у и, под- 
ставнв в равенство (2), найдем: 


Откуда ху И ЕО пи И таг 4). 


У нае В т<@ п В —г>>0 (160 считаем, что В`> г). Тогда из 
последнего равенства вытекает х<.у, т.-е. радикальная ось ближе к 
большему кругу. 

Далее видим, что если постропть общу1о касательную СС, к нашим 
кругам, то для ес точкн пересечевия Т © радякальною осью должны 
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иметь: ТС? = ТС, или ТС = ТС,, т-е. общая касательная днух кругов 
делитея радикальною осью попохам. - - 

Если два круга нересекаются, то радикальная ось должна пройти 
чрез точки пересеченля, так как степень каждой яз этих точек одина 
кова относительно кзждого круга (ова равна нулю); для построепия 
радикальной оси в этом случае следует лишь построить прямую, опреде- 
лаемую эгими точками пересечения. 

Еели два круга касаются, то радикальная ось есть перпендикуляр 
к линин центров чрез точку касанин. 

266. Пусть пмеем 3 круга О, 09, п О. (чер. 959). Построив радикааг- 
ные осн ша п шп, двух пар кругов, мы вайдем, что оня пересекатотел 
в какой-либо точке С, если только центры всех трех кругов не распо- 


«И» 
и 


Чер. 559. Чер. 960. 


ложены ва одной прямой. Так как точка С нежит на оси мп, то сте- 

“пеня ее относительно кругов О п О, одинаковы; так как точка С че- 
жит на оси и.о, То степени ее отпосптельво кругов О, п О. одина- 
ковы. Отсюда следует, что точка С имеет одиваковые степени н отно- 
сительво кругов О и О., т-е. она должна ложать на радикальной оси 
последней пары кругов. Утак 

Раднкальные оси трех кругов, взятых попарно, 
пересекаются в одной точке которая называется 
радигальным центром трех рассматриваемых кругов. 

Если из радикального центра построить касательные ко всем трем 
кругам, то они равны межлу собою. 

Есла три круга попарно пересекалотся, то их общине хорлы прохо- 
лят чрез одну точку (общая хорда двух пересекающихся кругов есть их 
радявальнан осьр). 

257. Свойством предыдущего п? можно воспользоваться дня по- 
строенпя радикальной оси для двух непересекаю- 
щихся кругов. Пусть даны круги О и 0, (чер. 9`0). Построим 
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зретий круг Оз чтобы его центр не‘леяал на линии центров ОО, п 
чтобы он нересекалея с каждым пз данных кругов: с кругом Он т10ч- 
ках А п Вис кругом 0, в точках С и 0. Тогда ЛВ есть радикальнаи 
ось кругов О ч О., СО — радикальная ось кругов 0; и 0О., точка пере- 
сечения К прямых АБ и СРО есть радикальный пентр наших трех кру- 
тов. Поетронв ирнмую КК, !00,. получим радигзльную ось Евругов 
ОопО0.. 


268. Построить круг, касающийся данного круга и 
проходлщий чрез две даппых точки 


Пусть дян круг О п точки А п В (чер. 961). Воспользуемся преды- 
лущею задачею. Искомый круг должен касаться данного; следовательно, 
радикальною осью этой пары кругов должна служить их общая каса- 
тельная. Есля бы ее удалось построить. то легко было бы построить и 
пекомый пруг. Для построения этой радикальной оси носпользуемся, как 

в предыдущем п“, гретьим кругом 
/ О., пересекающим п данный и 
искомый круг. Но у пскомого 
круга мы знаем пока только 3 
точки А и В; следовательно, и 
этот третий круг О. мы можем 
построить лишь так. чтобы он 
проходил чрез точки А и В. Итак. 
пострэим любой круг 0О-, прохо- 
дящий чрез точки А и Ви пере- 
секающий круг 0}. пазр., в точках 
Цер. 261. А’ п В’. Тогда прямая АВ есть 
радикальная ось искомого круга 
и круга О,. прямая А’В’ есть радиальная ось кругов О и О. а точка вх 
цересечения К есть радикальный цегтр всех трех кругоп. Теперь не 
трудно ипсстроять радикальную ось круга О п искомого, так как опа 
должна касаться круга О: вадо чрез точку К пострость касательную к 
кругу О. & их можно постровть две КС и КС’(Сн С’ точки касария). 
Тогла получим два решения: 1) яскомый пруг определястсл точками А. 
Вия 9). искомый яируг определяется точкамн А, В и С”. 


269. Мы имеем в вплу решить сще две задачи вз построение кру- 
гов: 1) построять круг, касающий двух данных кругов и проходлишй 
чрез данную точку: и 2) построять ируг, касающийся трех данных пру- 
гов (задача Аполлонин). Для этого надо познакомиться еще с некотс- 
рымп свойствами центра подобня п радикальлой оси двух кругов. 

Чрез цептр подобия 5 крутов О и 0, (чер. 262) построена общал 
кизсательнал 5СС, к этим кругам и секущая 5В, соогвететвениые точен 
потооой суть Ан А, Ви Б,. 


"Тагда ЗА _ В ‚где В радвуе круга О иг радиусе круга О)) 
т 


ее 


ЗВ _ В ЗА _5В. 
и ЗВ р КУА а: Брр 
слезовательно БА. 561—=5В. ЗА. еее. 


Ироме того, имеем: ВА. 5В! —=В8С,2 и ЗА. 5В = 502. 
отнуда ЗАт. 5В'. ВА . ВВ —5С,2. 802. 


Отсюда, пользуясь раненством (1), потучим: 
ЗА! . 5В =ВА . ВВ = 5С, . 5С, 


откуда вытекает, что 4 точка АЪ В С, п С лежат на одном сруге О: п 
такзне 4 точки В\ А, С, и С лежат ва круге О, (па чертеже круги 0, 
н 0. пе изображены). В таком случае радикальною осью кругов 
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О и 0, служат пх общая хорла АС ип радикальною осью кругов 9, 
н О, служит прямая ВЕС. Эти две прямые АС и В.С, доле пересс- 
цаться в радикальном центре кругон О, 0, п 0О., т-е. точка пересе- 
пепия К прямых ЛС п В'С, должна лежать на радякальпой оси КК! 
гругов О п О,. 

210. Пусть круг М касается кругов О и 0, (чер. 265), обовх пнеш- 
ним обравом в точках А н С. Ностроим прямую АВ и пусть эта прямая 
нересекает еще круг О в точке В, и круг О, в А,‚. Тогда ОАМ есть 
прямая, — следова:ельно, углы при освованиях в равнобелренних тре- 
угольниках ОАВ, п МАВ равны; также О,ВМ есть прамаз и, следо- 
вательно, углы при основапия в равнобедренном ДО,А.Б равны углам 
в АМАВ (на чертеже равные углы отмечен). Отеюда заключаем, что 
О, А, [ОА и ОВ ОБ,, откуда следует, что прямая В. ЛВА, проходит 
чрез внешний центр подобия кругоп О и 0,. Птак, если круг ва- 
саетея дпух других, тоточкп касанпя расположены 
па прямой, проходящей чрез цептр подобия, но ве суть 
соответствепные точки. 

Мы равобраля случай, когда Мес О ие 0, пмеег виеинее касание; 
тозше будет и для случая, когда Ме О пс 0, ныеет внутреннее ®1:3- 
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сание; но есля М имеет с одинм из кругов внешнее пасание а с дру- 
гим внутреннее, то вместо внешнего цевтра подобин нало взять внутрен- 
ний. Поэтому в предыдущем заключении мы и не указали, чрез какой 
имевно центр подобия проходит прямая, соединяющая точки сл 
сания. 

Если построить еще общую касательвую 5С,С, то прямые СА и С.В, 
как внаем. пересекаются в точке К, лежащей на радикальной ссв Еру- 
гов О в 0,. Но можно выяснить еще, что точка К лежит па круге М. 

Точка А есть внутренний цевтр подобия кругов О и М, причем 
точке О соответствует точка М, радиусу ОС (который 1_5С) соотвег- 
ствует некоторый раднус №Х круга М, который параллелел ОС, во имеет 
обратное с ним направлевие. Точка В есть внутренней центр подобия 
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кругов О, и М, причем точе О, соответствует точка М и радиусу 
0,С, круга 0, соответстнует некоторый радпусе МУ круга М, который 
параллетен радиусу О,С,, но имеет обратное с пим направление. Отстода 
следует, что ралиусы МХ и МУ параллельны друг другу (ибо О.С, 1 ОС) 
и одинаково направлены, но они вмеют общую точку М, — следова- 
тельно, они сонпадают. С другой стороны, точка Х должна лежать на 
прямой СА и точка У на прямой С.В. Поэтому сорпаденпе радиусов 
МХ и МУ требует, чтобы точка Х и точка У совпали с точкою К, где 
пересекаются прямме СА п С.В. Следовательно, точка К есть кочен 
раднуса МК круга и Ми К лежит на круге М. 

Далее примой ЗС относительно центра подобия А должна соответ- 
ствовать прамая КЕ, проходящая чрез К (ибо ЗС проходит чрез С} и 
параллельная ЗС. Вроме того, нряман КЕ 1 МК, ибо 5С_' ОС (радиусы 
ОС н МК соответствуют друг другу). Поэтому прямая КО касается 
круга М в точке К. К тому же результату прндем, расематривая соот- 
вежчтние относительно центра подобия В. 
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271. Теперь мы можем пристунить к решению первой из вамечен- 
вых задач: даны круги О и О, н точка Р (чер. 264). Требуется построать 
:руг, касающейся кругов О и 
9, и проходящий чрез Р. 

Пусть М искомый груг и Р 
точки А п ВБ суть точки ка. 
саиия. Тогча легко найти 
точку Х, где луч АР (5 центр 
подобия кругов О н О0,) пересе- 
кзег круг М. Мы имеем: 


ЗР. 5Х =5^А .5В=5С. 5С, 


(по 969. 
зХ _5С 

Отсюда = о т.-е. 

Аа С бр т 


отрезок 5Х есть четеертый 
пропорциональный к трем из- 
вестным отрезкам 5С, 5, и 
ЗР, — постропть его умесм. . 
Тогда вадача сведстся к задаче Чер, 58. 
в? 268. 

272. Задача А ноллония. (аны тра круга О’ Оз и О. (чер. 265) 
Поетроять круг, касающийся трех данных. 


Чер. 965. 


Мы будем рассуждать лишь в предположении, что мы ищем круг, 
касающийся каждого из данвых внешним образом. Применить к другем 
случаям не представит затруднений (всего захача вмеет 8 решевий). 
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Пусть круг О есть искомый и А есть точка касанол кругов О в 0: 
тогла прямой МХ, соеднняющей точ:и касапия Аи № общих касатель- 
ных для кругов О, и 0О., соответствует относительно цезтра подобия А 
(точка А есть впутренний центр подобия кругов О, и О) радикальная 
ось тп кругов О, и О;: точке М соответствует точка ш, лежащая вз 
круге О и на радвкальной оси кругов О, и 0, (0? 929} и также точкс \ 
соответствует точка п, лежащая на раликальной сси кругов О, и 0. 
Точно так же поямой РО. соединятощей точки касания круга О, с 0б 
зщими касательвыми для гругов О, и О» соответствует радикальная 
ось Р4 кругов О, и 0.. 

Точке В, где ММ п РО пересекаются, соответствует точка 5, где 
ши и ра перессгаотся, т-е. радикальлый цевтр кругов 0,, 0, и О0.- 
оэтому точея В и В лежат на одной прямой с А. 

Точки НВ в 3 мы можем построить; соеднинн ях, получим (между 

вии) точку касания искомого круга © кругом 0,. после чего задача 
легко решается. 


ГЛАВА ХХУН. 
Измерения длины и площади круга. 


273. Мы владеем представлением о длине ‘кривой дпане 
Если мы имеем какую-либо крисую (чер. 2656), то мы пред 
ставляем, что эту крп- 
вую возможно выпрямить п 
получать прямолинейный от- 
резок. Этот отрезок и есть 
длина, нашей крувой, — ее 
Чер. 266. . мошао выразить числом, 

приитмая зругой каной-либо 
отрезок за, единицу. Однако мы ке можем построить прямо- 
линейный отрезок, выражающий ллпиу дазной кривой. Тем не 
менее, не следует отказываться от решения задачи: выразить 
длину данной кривой чрелом, прииюмая за схиницу определенный 
прямолинейный отрезок, — косвенным путем возможно притти к 
решенню этой задачи. В курсе элементарной геометрия рассматри- 
вается лешь волрое о дянне окружности или ее дути. 


Г 


дд 
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Подобно этому, часть плоскости может быть ограничена кри- 
вою линиею (или песколькимн линиями). Мы видим, напр., на 
чер. 267, что имеющаяся там кривая выделяет из плоскость 
определенную площадь, но мы ие мо- 
жем построить равную ей пложаль, 
ограниченную прямыми злипями. Од- — \ 
иако, косвопным путем можно притти 
к решению залами: выразить изощадь, 
ограниченную кривою линиею, числом, и 
приннмая за еднницу площадь опредс- 
ленного квалрала. В эдемонтарной гоео- Гер. 967. 
метрин рассматривастея вопрос о пло- 
щади, ограничивасмой кругом, илн о площалях. ограннченных 
дугою круга и прямыми лилиями (пли даже о площадях, ограни- 
ченных носколькими дугами одного нли различтых кругов и ве- 
еколькими прямыми липиямц). 

214. Остановимся сначала па претварительных соображениях. 

1. Пусть в круг (чер. 263) вписан прапильный многоуг-к п 
около круга описан одпоименный с лнм прав. многоуг-к. Тогда 
мы видим, что 1В< АМ-- ИВ: ВС < ВУ- ХС ит. д. Отеюда 
(складывая эти поравенетва по 
частям) приходим к заключению, 
что периметр вписан. многоут-ка 
меньше периметра описанного. 

Возможно также показать, что 
пернметры правол. вписанных 
многоуг-ков с увеличенпем чиела 
этороп увеличиваются, а пери- 
метры прав. описан. многоут-ков-—- 
уменьшаются.  Папр.,  остапо- 
внмся на случае, когда чиело 
еторон вине. и опис. правильных 

Пер. 268. мгогоуг-ков  удвалвается. ля 
. удвоения чнела сторон наши. прав. 
многоуг-ков слелует разделить пополам каждую пз уг АВ. ВС 
ит. д. (чер. 265). Иуеть, наир., Р есть середина дуги АВ. Сор- 
зынив Ре 4 нс КБ, получим две стороны .4Р н РВ нового 
воие. многоуг-ка. Мы видим, что прп улвоенни чела сторон 


цаждая сторона (нар. АВ) прежнего вписан. многоуг-ка заме- 
нястся ломаною (АР-|- ГВ}, составленною из двух сторон нового 
многоуг-ка. Отсюда ясно, что периметр нового миогоуг-ка больше 
периметра презого. 

Построив затем в точке Р касательную ЕТ, к кругу, мы по- 
лучим сторону КЛ, нового описанного многоу-ка. Чтобы перейти 
от периметра прежнего описанного мпогоуг-са к периметру зо- 
вого, мы должны сделать ряд замен, одною из которых является 
следующая: надо ломаную АЛЕ заменить прямолинейным от- 
резком АГ. Отеюда заключаем, что периметр прав. онисапноо 
многоуг-ка при удвоении чиела его сторон уменьшается. 

2. Рассмотрим 2 каких-нибудь выпуклых многоуг-ка, причем 
все вершины одного лежат внутри другого. Пусть АВСЛРЕЕ и 
ИМхХГОоРУ (чер. 269) суть такие многоуг-ки. Тогда продожким 
одну из сторон В.! внутреняетго 
многоуг-ка до пересечения в 
точках Хи Усо сторонами внел- 
него. Мы видим, что точка 1 
и ВБ соедивены двумя выпуклыми 
ломаными: объемлемой АТЕБСВ 
и объемляющей АХЗАОРУР. 
На основании свойств таких ло- 
маных (п° 94) пмеем: 
вс--Со--рЕ+4 ЕРЕА«КВУ-+ 
+ УР РО-ОП-- ВУЕЯХ ХА. 

Рассматривая телерь точки 
Х и У, мы также найтом: 

Чер. 969. ХА ГаАВ--ВУх ХИ 
НИМ МУ. 
Складывая по частям эти неравенства, найдем 

ВСС ОЕ-ЕРГ- ГА ХА АВ ВУ ВУ 

-- УР-- РО-РОЕ-+ В5-- 8Х-- ХА-- ХМ-- ММ-Е МУ. 

Мы видим, что можно вычесть из обепх частей этого нера- 
венетва одинаковые отрезки Х.4 и ВУ. Можно также заменить 
$Х -|- ХМ через 5.М и МУ- УР через МР. Поэтому получим 
ВС СО--ОЕ- ГЕ ЕАЕ АВ Ро ОВ 15-5 -- 

+ Мх--АР, 


т.-е. периметр внутреннего выпуклого многоуг-ка 
меньше периметра внешнего. 

Это свойство остается в силе, если внешний многоуг-к и ие 
выпуклый. 

Тоже свойство остается в енле, когла пекоторые из вершин 
впутрепнего многоугольника (или даже всс) расиоложены на сто- 
ронах внешнего. 

Можно сейчае же иримепить полученное свойство в пери- 
метрам виисанных в круг п описанных около иего мпогоуголь- 
ников: 

Периметр веякого впиесанного в круг много- 
угольнива меньше периметра описанного около 
того же круга многоугольника. 

В частпом случае отсюда вытекаст: 

Периметр всякого вписанного в круг мнваго- 
угольника меньше периметра описанного около. 
того жос круга квадрата. 
т.-е. меньше $ (последнее 
потому, что сторона ониеаппого 
квадрата равна диаметру круга 
ули 2 В). 

3. Мы можем виисать в 
данный круг правильный 
мнотоуг-к такой, чтобы 
его сторопа была меньше 
любого, наперед данного 
отрезка. 

Пусть, напр. в крут, ра- 
хиус которого —= ОА =0В—=0С 
(чер. 270, на чертеже самый 

вкруг не дан) вписан правильный 
треугольник АВС;затем, улвоив Чер. 970. 
число сторон, получим прав. 
впие. 6-угольник ЛОБЕСЕ, затем 12-угольник АСОНЫЕКСЬЕМ 
н т. я. 

Обратим внимание на то, что при нашем процессе мы всякий 
раз стролм центральный угол, опирающийся на сторону нового 
многоугольника, в 2 раза меньший, чем предыдущий таковой же 
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центральпый угол, например, /-1).М == 1 Д АОГ. Этим прюцее- 


ом деления угла пополам мы можем сделать центральный угол, 
опирающийся на сторону многоугольника как угодно малым. 
Пусть теперь нам дан отрезок А'В’; иостропм па нем равио- 
бедренный Л -1’О’В’ так, чтобы 0’4’— О’Ь' = ОА. Станехм по- 
лученный / А'О'Б' откладывать на угле, например, АЛОР и пусть 
он уложатся т раз с остатком. 

Мы можем затем разделить угол /ОЕ на 2” частей, чтобы 
2" > т (выбрать такое чиело и всегда возможно}; тогда одна 
такля часть, например, / .10Х, должна быть меньше / А'ОВ. 
Два треугольника „ГО’ВБ’ и 10Х имеют по две равных сторон 
0'4' = О'' =ОА=ОХ (мы, конечно, разлоляя последовательно 
пополам получаемые центральные углы, всякий раз откладываем 
на биссекторах отрезки равные радиусу и поэтому ОХ-=оА, 
но углы между ними ве равны, — тогда сторона „ИХ, лежащая 
против меньшего угла, должна 
быть меныне стороны А’Б’, т.-е. 
нам удалось процессом удваивания 
числа сторон дойти до такого 
многоугольника, каждая сторова 
которого меныне данного отрезка 
А'Б’', как бы мал он ни был, дрх- 
гимн слозами, процессом удвав- 
запия можно получить такой пра- 
вильный многоугольник, расстоя- 
ние мАЖЛу двумя еоседними вор- 
шинами которого меньше любого 

Чер. 271. данного отрезка. 

4. Пусть теперь вписан в круг прав. многоугольник об я сто-- 
ропах и описан около круга одноименный с ним многоугольник 
вусть -16 н СЛ (чер. 271) суть их сторопы. Построим апофемы 
ОВ и ОК этих многоугольников н назовем ОА’ через т (апофема 
внисан. многоугольника) п ОП? через Л (анофема опнсан. много- 
угольника и в тоже время радиус назнего круга). Тогда из ДОКБ 
нуеем ОВ—ОК< ЕВ (разность лвух сторон ДА —а меныпе 


третьей сго стороны). Так кав АБ= ==>, то Ё —<—. Тае 
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цав мы можем, согласно предыдущему, вонсать в круг такой 
правильный многоугольник, чтобы его сторона была меньше „пю- 
бого данного отрезка, как бы мал он ии был, то отеюда заклю- 
заем, что можно виосать в круг такой правильный 
многоугольник, чтобы разность между радиусом 
круга и апофемою этого вние. прав. миогоуголь- 
инка оказалась меньше любого данного отрезка. 
как бы мал он ни был. 

5. Назовем периметр виисанного прав. и-уголышка тперез ра 
и периметр описан. прав. п-угольника через Р, 

Тогда, согласно пб 248. имеем 


р Г ы 

2» т 
(отношение лериметров прав. одноименных многоугольников равно 
отношению их анофем). 


Отсюда мы можем (п? 177 тобавление) получить следующую 
пропорцию 


н. 


РР —Р Г) _в —” 
Ры Е 


Отсюда (пб 178) вытекает 


Рь— В» ГР 
В Ш’ 


Ограличимея злееь рассмотрением айшь одного елучая, а 
именно положим, что здесь речь итет лишь о правил. мпогоу-ках, 
получающихея при номоши процесса улванранил чиела сторон, 
начиная с прав. вписанного и описанпого четыреугольника. Тогда 
на основании нункта 1-го этого п” периметры следующих прав. 
описан. многоугольников будут каждый меньше $5 (периметра 
оппеанного квадрата). Ноэтом\ и здесь мы будем считать Р «ВЫ. 
Если мы предылущей член гторого отношения последней шро- 
порции заменим через 8&В, то это отношение увеличится и тогда 
гузем иметь 


Ры —^ 
—р. < о. 
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2 


8 
Но отношение и разно чиелу 8. Поэтому 


Это неравенство можно паписать в иной форме: 
Р,— р 5(Е—». 


Пусть нам дан какой-либо отрезок /. Тогда, согласно пункту 4 


р |. 

этого п”, мы достигнем того, чтобы Й —^ было меньше 5 если 

построим такой вписанный правильный мпогоугольник, чтобы его 
Г 

сторона была меньше „- (что возможно, согласно пункту 3). Тогла, 


ностроив такой вписанный и соотв. ему описанный миогоугольники. 
мы получим: 


Р, — < в пли Р, — рр<5 К. 


т.е. можно вписать в круг и онниеать около него 
такле правильные олнопменвые многоугольлики, 
чтобы разноеть их периметров была меньше лю- 
бого данвого отрезка, как бы мал он ин был. 

215. Обратимся теперь к соображелязи, которые нояволят 
решить задачу о выражении числом длины вруга в линейных 
единицах. 

Пусть имесм круг О (чер. на стран. 234), радиус которого = 
— А. Станем вииеывать в этот круг и онисывать около него раз- 
личные многоугольники (в том числе и правильные). Мы можем 
периметры этих многоугольников выпрямить: отложив на прямой 
последовательно стороны одного из этих многоугольников, полу- 
чим отрезок, равный сумме сторон многоугольника, т.-е. получим 
сго периметр. Станем откладывать по прямой .1Ю выпрямленные 
периметры наших многоугольников от зочки 41 в определнеймо 
направлении. 

Концы этих периметров дадут на нашей прямой ряд точек, 
причем концы периметров вписанных многоугольников составят 
один класс точек, & концы перпметров описанных — другой класс. 


ыы 
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‘Точки первого класса (на чертеже названы 2 из них буквамн 
В и В, а другие намечены черточками) не могут попасть в ту 
область, где расположены точки второго класса (на чертеже две 
из них названы буквами Ри Ду, а нееколько других намечены 
кружочками) и обратно: точки второго клаеса пе могут попасть 
в облаеть, занятую точками первого власса. Справедлнвость этого 
лена пз того, что мы знаем, что периметр всякого вписаиного в 
круг многоугольника меныше зеряметра любого описанного около 
того же круга мпогоугольника.. 

Однако, увеличивая число сторон винеанного многоугольника, 
мы можем получать точки первого класса, постепенно приближаю- 
щиеся к точкам второго класса, и, увеличивая число сторон опи- 
сапного многоугольника, мы можем получать точки второго класса, 
постененно приближающиеся к точкам первого класса (напр., 
сели станем строить правильные многоутгольники с постененно 
удваивающимся числом сторон, то периметры вписанных много- 
угольников всс увеличиваются, & исриметры оциеанных все умевь- 
шалотея, — см. п`274, пуньт 1). Мы знаем еще (п° 374 пункт 5), 
лто можно вписать в круг и оппезть около ного два таких много- 
угольника, что разность между их периметрами может быть сде- 
лана меньше любого отрезка, сколь бы мал он ии был. Поэтому 
мы можем получить две таких точки, олну в первом классе, а 
другую во втором, что расстолние между ними меньше любого 
малого отрезка. Отсюда вытекает, что точки наших двух классов 
стремятся неопределенно сблизиться между собою. 

Еслн мы обратимся к наглядному представлению расположе- 
ния точек обоих классов на прямой 40, то мы должны признать, 
что существует граница, точка А, например, отделяющая область 
точек [ класса от области точек П класса. Этой граничной точке 
К соответствует отрезок .1А, который больше периметра любого 
вписанного многоугольника и меньше периметра любого описац- 
пого многоугольника. 

Если бы могли, начав с вакого-либо прав. вписанного много- 
угольника, продолжать процесс удваивания числа сторон без 
конца, то мы могли бы признать отрезок -1А за периметр прав. 
вписанного многоугольника © бесконечно болышим числом сторон. 
Так же его можно было бы признать п за периметр прав. опн- 
салчого многоугольника с боскопечно болылим чиелом. Тогда 
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приилось бы признать, что и сам вписанный многоуголоник с 
бесконечно болышим числом сторон совпадает с описанным таким 
же многоугольником. Но окружность всегда располагается между 
вписанным и описанным многоугольниками, — пришлось бы при- 
знать, что прав. впис. или описанный многоугольвик с бесконечно 
болышим числом сторон совпадает с окружностью, и тогда отре- 
306 АК представлял бы с0бою выпрямленный периметр круга 
или, что тоже самое, длину, круга. 

Итак, мы пришли к необходимости, если желаем 
решаль задачу о выпрямлении круга, рассматривать круг, 
пак правильный многоугольник с бесконечно-бо1»- 
шим числом сторон. 

276. Воззрение на круг, как на правильный 
многоугольник с бесконечно-большим числом сто- 
РОН, может быть выяснено и иным путем: 

Чем больше сторон у правил. многоугольника, тем больше и 
вершин, причем все его вершипы находятся на одинаковом рас- 
етоянии от центра. У нразильного многоуг-ка с бесконечно боль- 
шим числом сторон бесконечно много и вершин и все они распо- 
ложены на одниаковом расстоянии от центра. Мы можем по- 
строить совокупность всех точек плоскости, находящихся на 
одинаковом расстоянии от центра; эта совокупность представляет 
е0обою круг. Поэтому мы можем, если это соответствует опре- 
доленной цели, признать круг за правильный многоугольник с 
бесконечно большим числом вершин (каждая точка вруга может 
быть расематриваема, как одна из вершин этого правильного 
многоугольника) или с беск. большим числом сторон. 

277. Признав возможным рассматривать круг, как правильный 
мпогоуг-к с бесконечио-большим числом сторон, мы этим самым 
признаем, что на круг можно распространить некоторые свойства 
правильных многоугольников, & именно те, какне имеют место 
при любом числе сторон. Мы знаем (п° 248), что отношение пе- 
риметров двух правильных одноимепных многоугольников равно 
отношению их раднусов. Это свойство может быть распростра- 
пено и на два круга: мы можем признать, что два круга можно 
расематривать, как правильные многоугольники, хотя и с беско- 
нечно-большим, но с одинаковым числом сторон (напр., мы можем 
виисать в па’ни два круга правильные шестиугольники, потом 
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13-угольники, потом 24-угольнихи и т. д. без конца, — всякий 
раз будем получать правильные многоугольники © одипаковым 
чнулом сторон); к тому же придем и из следующих соображений: 
расположим наши два круга Ги Н так, чтобы они имели общий 
центр О (чер. 272); тогда каждую точку (напр. А) большого 
круга следуст считать за вершину соответствующего правильного 
мнотоугольника с бесконечно большим числом сторон, а ей соот- 
ветствует единственная точка А” 
малого круга, лежащая на ра- 
днусе ОА, и обратно, каждой 
точке 2’ малого круга соответ- 
ствует единственная точка ВБ 
большого, лежащая на продол- 
женном радиусе 9Б’, т.е. каж- 
дой вершине [ правильного мпо- 
гоугольника © босконечно-боль- 
шнм числом сторон — круг [ мы 
расематриваем, как правильвый 
многоугольник с бесконечно-боль- 
Чер. 912. шим числом сторон — соответ- 
ствует единственная вершина 
П прав. многоугольника е бесконечно-большим числом сторон — 
круг П мы признаем за прав. многоугольнль с бесконечно- 
большим числом сторон — и обратно, важдой вершине ТП прав. 
многоугольника соответствует единственная вершина | прав. 
многоугольнлка : ЭТИ соображения позволяют считать число 
вершин, & след. и сгорон, у обоих прав. мвогоугольников одина- 
ковыМ. г} 

В п° 273 мы признали, что владеем представлением 0 длине 
кривой вообще в о длине круга в частности. Назовем радиусы 
двух кругов через В и В, а отрезки, которые мы признаем 
длиною каждого из этих кругов, через Си С,. Тогда мы можем 
смотреть на отрезки С и С, как на выпрямленные периметры 
правильных олноименных многоугольников с беекопечно-большим 
чиелом сторон (можно было бы назвать эти отрезки нериметрами 
наших кругов, но так называть не принято). Поэтому мы можем 
к отрезкам Си С, применить вышеуказанное свойство одноимен- 
ных прав. многоуг-ков, т.-е. мы имеем: 
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с_в 
А 
По яспо, что == 28, поэтому 
ор: 
С А 
М: С 


т.-6. отношение длин двух кругов равно отношению 
диаметров этих круфов. 
Ирименим сюда возможность переставлять средпие члены про- 
порции (п`178); получим 
СС, 
5 ЭК» 


т-е. отношепие длины круга к его диаметру равно 
постоянному числу (отношение длины одного круга кв 
своему диаметру равно отношению длины другого круга в своему 
диаметру и, следов., равно отношению хлины третьсго круга к 
своему диаметру и т. х.). Это постоянное число межно, как 
скоро увидим, вычислить © какою-либо точностью, но безоши- 
бочно выразить его никакими долями единицы иельзя; его при- 
нято обозначать греческою буквою я (пи). Тогда имеем: 


откуда 


Эта формула позволяет вычиезать хлину окружности с какою- 
либо степенью точности: л, как сказано, мы вычислим с из- 
вестною степенью точности, В мы можем измерять пепосред- 
ственно. 

Вотеще другие соображения, при помощи которых можно приттн 
к пропорции СП. (а отсюда получить, что С — 2) Обра- 

С В, у ) 28 21, 
тимся к чертежу стран. 284. Пусть имеем два круга, радиусы 
которых В и А:. Станем вписывать в эти круги подобные много- 
угольннки, а также станем около них описывать подобные много- 
угольники (среди них правильпые единоименные); станем затем, 
как уже это делали, на прямой 4) от точки 4 откладывать 
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выпрямленные периметры многоугольников, вписанных в первый 
круг и описанных около него, и на прямой ЕЁ от точки Е— 
периметры многоугольников вписанных во второй круг и описан- 
ных около него. Получим, как уже это было выяснено, на пря- 
мой АД. два клаеса точек: 1) точки Б ВБ,..., служащие концами 
периметров многоугольнлков, вписанных в первый круг п 2) точки 
0, 0,..., служащие концами пориметров многоугольников, опи- 
санных около первого круга; граиицею между этамн влассамн 
точек служит точка К; тогда мы признали, что АК есть длина 
первого круга. Также на прямой ЕЁ получим два класса точек: 
1) точки С, б...., служащие концами периметров многоугольни- 
ков, вписанных во второй круг, и 2) точки №, В...) служащие 
концами периметров многоугольников, описанных около второго 
круга; границею между этнми двумя классами точек пусть слу- 
жит точка Ё, тогда отрезок ЕГ представляет длину второго 
круга. Пусть АВ и ЕС суть периметры двух подобных много- 
угольников (напр., двух правильных одноименных), вписанных в 
наяни два круга; пусть таковыми же еще являются отрезки АВ, 
ни ЕС, ит. д.--таких пар отрезков можно получить сколько 
угодно много. 

Пусть также пары отрезков (АБ и ЕЕ), (АГ, и ЕЁ) ит. д. 
представляют периметры подобных многоугольников (напр., пра- 
вильных одноименных), описанных около наших кругов. 


Тогда мы имеем: 
Ав Е АВ _ В Ар_в АБ _В 


Еа В: Е В"? ЕР В’ ЕЕ В,””" 


1 


Мы можем получить сколь угодно много таких пропорций для 
точек на прямых АВ и ЕР, принадлежащих илн к первым клае- 
сам или ко вторым классам. Если бы мы, увеличивая число сто- 
рон вписанных или описанных многоугольников, достигли бы 
точек К (лля первого круга) и Г (для второго круга), т.-е., 
если бы получили периметры прав. многоугольников © беско- 
нечно большим числом сторон, радиусы которых суть йи В», то 
и для отрезков АК и ЕЁ должны были бы признать еправедли- 
вость пропорции 

Ак _ ВП 
ЕР И’ 
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или, называя АК через С (хлина первого круга) и ЕЁ через (С, 
‘длина второго круга): 

с в 

С = В. | 

218. В пп? 240 — 247 мы пашли два простейших правильных 

многоугольника. один — вписанный в круг и другой — описанный 
около него, стороны которых выражаются рационально чрез ра- 
диус круга. Это виисанный правильный шествугольнак: а, = 
и описанный правильный четыреугольник; 6, —=21. Построим их 
для круга О (чер. 273). Тогда периметр внисанного шестиуголь- 
ника меньше длины круга и периметр 
ошканного 4-угольника больше длины 
круга !), но периметр первого —= 6, 
а пориметр второго —=8А. Следовал 
тельно, имеем: 


С>6Е и С« ВА. 
Заменяя С чрез Э=А, получим: 


28 >6Р и 2-А< 88, 


Чер. 273. 


откуда, после сокращений: 
плит 4, 

т.е. чиело я заключается между целыми числами 3 и 4. Таким 
образом мы вычиелоли число я с точностью до единицы. 

Отеюда видим, как можно было бы вычислить это число с 
большею точностью; надо рассмотреть периметры вписанных и 
описанных правильных многоугольников © большим числом сторон, 
причем для удобства вычисления берут обыкновенно вписанный 
и опиванный многоугольники одноименные. Например, сначала, 
вписанные и описанные 6-угольники, потом 12-угольники, 24-уголь- 
ники и т. д все удванвая число сторон. Например, периметр 
вписанного 48-угольника — 6,279...Н, а описанного 48-уголь- 
ника — 6,292..В. 


1) Справедливость этого ясна: мы рассматриваем круг, как прав. 
мвогоуг-к с бесконечно-большим числом сторон, что позволяет праменить 
сюда 1° 974, пупкт 2. 

'Го же заключение вытекает из рассмотрена чер. на стран. 4. 
где дльпа круга есть отрезок АК. 
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Отеюда, 2. > 6,219...Н и 250 < 6,292...В, 
или п_> 8,139... ил 3,146... 


Видим, что у этвх двух чисел целые единицы в десятые доли 
одинаковы, а разница лишь в сотых и т. д. долях. 

Очевидно: 3,146 — 3,139 01. Исэтому, взив п—3... мы 
говорим, что целые единкцы и десятые доли у нас вычислены 
верно, сотых и т. д. не знаем и ошибка во всяком случае 
меньше 0,1. 

Существуют и другие споеобы, более удобные для вичис- 
ления г. 


Виервые число я было вычислено (с ошибкою, меньшею чем 


9 
0,005, Архимедом. Оя дал для него: л = (прибл.) - — 


Затем в ХУТ столетии Ахриаи Меций тал более точное 
чнело для я: 


= 


р 355 
= — (прибл.) 13 


(Это чиело улобно запомнить: наппеаль 3 нечетных первых 
числа, повторяя каждое два раза 118855 и разделить по середине 
на 5 группы 113 | 355, — вторая групна есть чиелитель, & первая 
знаменалель выше данного чиола). 

Теперь исключительно выражают п десятичною дробью. Вот 
значение х ограниченное десятью десятичными знаками: 


=—3,1415926535 ... 


В задачах приходится брать чаще всего ===3,14 пли п = 


р 33 355 
— 3,14159 или одно из выше данпых чисел Е и . 


Полезно также знать число, обратное с: 


1 0.31831... 


а 


279. Мы можем вычислять даииу круга е какою угодно точ- 
ностью. Например, пусть радиуе круга 65 лин. един. и желаем 


то 


= 
г =й®. 
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вычислить длину круга © точностью ло 9,01 лин. един. Для этого 
надо число = взять с 4 десятнчными знаками, т.-е. п = 3,1416; 
последнюю цифру пишем 6, а пс 5, так как следующая цифра 
(перная из отбрасываемых есть 9). Легко сообразить, что мы 


делаем лля п ошибку меньшую, чем Для  вычнеления 


1 
100000` 
длины круга надо это значение сз умножить на 2ЗЛА, т.-е. на 136; 
136 


от этого и ошибка уволичится в 136 раз и окёжется меньше 100000 


# 


1 : 
илн < 505 Полученный результат окажется точнее, чем нам тре- 


овалось. 

280. Мы можем также вычислить длину дуги, содержащей 
известное число градусов. 

Пусть в дуге и”. Назовем ее длинну чрез 5. Узнаем сначала 
длину туги в 1: длина сего круга = А, а во всем круге 360. 
следовательно, 

9 


Дл. 1 —560 › 


но в нашей дуте 72°, еледовательно. 


9— з=Ни__ =Ив_ 
360 150 

Подобным же образом следует поступать, еели луга выражена 
не только в градусах, но и в минутах и секундах. 

Задача. Сколько градусов в дуге, длина которой равна ее 
раднуеу? 

Называя искомое число градусов чрез х и заменяя в иреды- 
дущей формуле п чрез 2, а 5, согласно условию, чрез В, полу- 
чим ур-ние: 

_ Ах 


Е Е 
180 


откуда, 


150\? 1 
"= ( ) = 1807. — 180. 0,3183....=57? 17’ 45" (приблиз.). 
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Найденная луга принимается в высшей математике за единицу 
при измерении дуг, и она называется радианом. 

281. В п° 203 мы узнали, как измерять площаль правильного 
многоугольника: нало измерить его периметр и апофему и взять 
половину произведения полученных от пх измерения чисел. Шри- 
меняя это к кругу (круг расематриваем, как правильный много- 
угольник с бесконечно-больпим числом сторон) и называя пло- 
щадь, ограпиченную кругом чрез К, получим; 


с. 
К ==: Р, 
2 
где С (периметр круга) =2*=А, а р— его апофема, она должна 
считаться равною разиусу круга. Поэтому имеем: 


ке, 


Возможно притги к тому же результату с иной точка зрения. 
Обратимся к чертежу на стран. 284. Здесь отрезки 46, АВ.... 
АЛ, АР,... служал периметрами каких-либо вписанных и опи- 
санных многоугольников, Мы можем для каждого из этих много- 
угозьников построить равновеликий ему прямоугольник © опре- 
деленным основанием. Остановимся лишь на правильных много- 
угольнвках; для каждого из них можно построить равновеликий 
ему прямоугольник (п” 203), основанием которого служнт пери- 
метр этого прав. многоугольника, и высотою половина его апо- 
фемы (& для описанного около круга прав. многоугольпика высота. 
равна половине радиуса этого круга). На стран. 284 построены 
такие прямоугольники: АБ, АБ,... суть периметры прав. вписан- 
ных многоугольников, .4М, АХ... — половины апофем этнх много- 
угольников 1), ЛР, АД,,... — периметры прав. описанных много- 
угольников, 42/-— половина радиуса круга (.2М есть общая вы- 
сота прямоугольников, равиовеликих прав. описанным много- 
угольникам). 


1 
1) На чертеже половины апофем АМ, АМ,... 9 радиуса (АМ) даны 


в увеличенном виде. 
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Так как периметр любого впнеанпого многоугольника меныше 
периметра любого описанного п апофема вписанного прав. много- 
угольника меньше радиуса круга, то прямоугольники, равновели- 
кие вписаиным многоугольнихам, заключены знутри любого из 
прямоугольников, равновеликих описанным многоугольникам. Так 
как концы периметров вписанных многоугольников (точки В, В\,...) 
приближаются как угодно близко к точкам Г, Г),,..., служащих 
коицами выпрямленных описапных многоугольников (пб 274, 
пункт 5), так как, кроме того, апофемы правильных вписанных 
многоугольников могут быть еделаны (увеличением числа сторон 
упогоугольника) сколь угодно близкими к радиусу круга (пб 274 
пункт 4), то площади наших прямоугольников 4АВ№, АВ,М№.,... 
стремятся, с увеличением числа сторои у многоугольников, не- 
онределенно сблизиться © площадями прямоугольников АОМ. 
АЛ. ,... Границею между этимн двумя классами прямоугольни- 
ков является прямоугольник ААЛЁ, основание которого отрезок 
АК предоставляет длину нашего круга. Площаль этого прямо- 
угольника мы уже должны признать равпой площади круга, так 
как площаль прямоугольника АА! больше площади любого из 
прямоугольников первого класса (АВМ, АВ, М№,...) и меньше пло- 
щади любого из прямоугольников второго класса (АДЛИ, АТ, .М,...). 
а такям же свойством, как мы непосредственно видим, обладает 
площадь круга: она больше площади любого вписанного в этот 
круг многоугольтика и меныне площади любого описанного около 
этого круга многоугольника. Называя через С число, выражаю- 
щее длину нашего круга (т.-е. отрезок АК) в каких-либо линей- 
ных единицах, и через В — число, выражающее радиус круга в 
тех же линейных единицах, мы найдем, что площадь прямоуголь- 


ныка АДА или площадь круга —=С. г (ибо АМ = В), или 


К — 2=В. В Аз. 
2 
282. Построим для крута @ (чер. 274) два радиуса ОЙ и ОВ. 
Фигура, состоящая из этих двух радиусов и дуги АБ, заключен- 
ной между ними, называется круговым сектором (иногда 
просто называют сектор). Мы можем вычислить площадь, огра- 
ниченную сектором, если знаем, сколько градусов в его угле 


АОВ. Положим, что / 4О0В — я®. Тогда имеем: площадь круга = 
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. 18 
— 1, площадь с 19——- 
г”, щадь сектора в 360 


строить 360 секторов, площади которых равны между собою и 
вместе составляют площаль, «рута, — утол такого сектора — 1°, а 


,. Потому что можно по- 


площадь сектора в н°.—^ . Называя эту площадь чрез © 


г 
7360 


имеем: 
т“ 2. п 
— 360 ° . 
Можно эту формулу переделать: 
0 В_ 58 
О= «= 
180 2 2 


где чрез $ обозначена длина < АБ (в п°250 мы получили, что 


=Дп 
$ — . 
180 


Полученную формулу выражают словами: площадь еек- 
тора равна половине произведения длины его 
дуги на радиус. 

В задачах чаще приходится пользоваться первою формулою. 


Если построим хорлу СО (чер. 274) и рассмотрим фитуру, 
состоящую из хорды ("О и СБ, то она называетея круго- 
вым сегментом (иногда называлот 
простосегмент). Чтобы измерать пло- 
щадь, ограниченную сегментом СМ, 
надо измерить площадь сектора СОЙ 
и илощадь треугольника СО), затем из 
первой вычесть вторую. 

283. Упражнения. 1. Каков должен 
быть радиус круга, чтобы его хлина 

Чер. 274. равнялась 10 дм.? 

2. Па радиусе ОЛ круга построим, 
как на диаметре, хругой круг. Затем постронм еще радиус пер- 
вого круга, пересекающий второй круг в точке В и первый в 
точке (.. Тогда длина дугн АВ равна длине дуги АС. 

3. Сумма стороны правильного треугольника в стороны квадх- 
рата вписанных в круг равна приблизительно (с точностью до 0,01) 
половине длины этого вруга. 
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1 
4. Длина дуги в 20^ равпа 1 = дм. Найти длину дуги в 36. 


другого круга, радиус которого на 2 дм. больше радиуса первого 
Отв. 9,47 дм. 


5. На столько нато увеличить радус круга, чтобы длина его 


т З 
дуги в 54? увеличилась на->-дм. Отв. На З—рлм. 


6. Радиус круга —=6 лин. един. Вычислить площадь сегмента, 
дуга которого содержит 120°. 


< —_ 
Отв. (12=— 9/3) кв. един. 


.. Вычиелнть площадь правильного чезняреугольника, вписан- 
ного в круг, если площадь сектора этого круга с углом 20° равна 
8= кв. един. 

8. Построены три концентрических круга: радиус второго ра- 
вен стороне правильного четыреугольника, вмисанного в первый, 
а раднус третьего равен стороне правильного треугольника, впи- 
санного во второй. Найти отношение площадей двух колец между 


1 
этими кругами. Оть. — 


4: 

9. Найти площадь кольца, ограниченного двумя коицептриче- 

скими кругами, если длина дуги в 20° первого круга =2т лин. 
един. и длина дуги в 18° второго круга = также 2= лнн. един. 
Отв. 1б= кв. един. 


10. Из точки круга, радиус которого = А, ностроены две хорды: 
одна из них равна радиусу, а другая — стороне квадрата, внисан- 
ного в этот круг, и обе они расположены по одну сторону центра. 
Вычислить площадь, ограниченную двумя построенвыми хордами 
и лугою между ними. 


23 — 
Отв. те 4+ 3/3—6). 


11. Построен равносторонний треугольник и на его стороне, 
как на диаметре, построен круг. Вычислить ту часть плонади 
треугольника, которая лежит вне круга, если сторона треугель- 

Е] 


ника — а. Отв. “— (31 3 —-). 
24 
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12. Построен квадрат, сторона которого -=а. Залем построен 
круг, центр которого расположеп в середине одной стороны ква- 
драта и который проходит чрез середины двух других его сторон. 
Вычислить ту Часть площади квадрата, которая расположена вне 


к ® (12— =) 
ГА. — —_п 
ру те 


13. Ослование равпобедренного треугольника = а, а его 6б0- 
ковая сторона ==. Вычниелить площадь круга, воисанного в этот 
ла — а) 

, р--а 

14. Сколько гралусов, минут и секунд в угле сектора, равно- 
великого квадрату, стороною которого служит выпрямленная дуга 
этого сектора? 


треугольник. Отв 
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